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Vorwort. 



Im vorliegenden II-Teile der VorlesuDgen uberMechanik 
habe ich mir die EehandluDg des Prinzipe der kleinsten 
Wirkung, der HamiltonscheD Prinzipe, sowie der damit 
zusammenhangenden Arbeiten von Helmboltz, Hi3lder, 
Voss und anderen zur Aufgabe gemacht. Docb babe icb 
das Hauptgewicht immer auf den pbysikaliscben Sinn und 
den ZuBammenbang mit den Satzen der theoretiscben Physik, 
nicht auf die rein matbematische Deduktion gelegt. BeziSg- 
lich der Erganzungen, welcbe notwendig sind, alle Zweifel 
an die matbematische Strenge der Beweise zu beseitigen, 
verweise icb auf die Arbeiten der Mathematiker; mir war 
immer die physikaliscbe Anschaulicbkeit die Hauptaacbe. 

Besondere Berilcksichtigung moBten da die Beziebungen 
der Wirkungsprinzipe zur Gaatheorie, Warmetbeorie und 
Elektrizitatslehre , sowie die Maxwell-, Helmholtz- und 
Hertzschen Satze Hber zykliscbe Systeme finden. Doch 
bin icb nirgenda in spezielle Physik eingegangen, sondern 
habe die Entwicklung nur so weit gefuhrt, da6 dann die 
Physik anknupfen kann. 

Gerade die Hamiltonschen Prinzipe der stationaren 
und variierenden Wirkung setzen keinerlei andere Kenntnis 
voraus, als die der Gesamtenergie als Funktion aller Va- 
riabeln, von denen sie abhangt. Sie gestatten, wenn die Ge- 
samtenergie in dieser Weise gegehen ist, die Ableitung aller 
Gleicbungen fur aile in Frage kommenden zeitlichen Ver- 
anderungen. Dieselben steilen daher die einzige einwurfsfrei 
begriindete, in alien Fallen ohne weitere Kommentare un- 
zweideutig anwendbare Energetik dar, 

Der Begriff der mathematiscben Variation schien mir 
dadurcb an Anscbaulichkeit zu gewinneu, da6 ich daran den 
der physikaliaehen, der Aneinanderreibung uaendlicb vieler 
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VI Vurwort. 

mathematischer Variationen zu einer endlichen Zuatandaande- 
rung kniipfte, wie derselbe besonders in der Warmetheorie bei 
Betrachtung der mechaiiischen Analogien des zweiten Haupt- 
satzes derselben in Verwendung kommt Andererseits wurde 
ilim auch die Theorie kleiner endlicber Stiirungen bei der 
Metbode der Variation der Konstanten gegenubergestellt. 

Aus dem Hamiltonscben Prinzipe der stationaren 
Wirkung leite ich die LagraDgesche Gleichung iiir genera- 
lisierte KoordiiiateQ ab, welcbe zur Entwickluug der allge- 
meineE Tbeorie der Bewegung starrer Korper, dann zur 
EinfiibruDg elliptischer Koordiuaten und zur Ableitung der 
Theorie der Relativbewegung benutzt werden. 

WichtigeAnreguDgverdanke icb demArtikel Voss' iiber 
diesen Gegenstand in der Enzyklopadie der mathematischcQ 
Wiasenschaften und den Vortragen iiber Mechanik auf der 
Naturforscherversammlung in Kasael, aowie Priyatgesprachen, 
welche sicb daran in Kasael und Gsttingen kniipften. 

Die ubliche Formel fiir die Schwingungsdauer des 
konischen Kreispendela gilt, wie sicb berausstellt, wenn das- 
selbe aein Gesicht immer nach derselben Kichtung im Eaume 
kehrt. Wenn es dasselbe immer der vertikalen Drehungs- 
aebse zukebrt, ao hat ea autJer der Pendelbewegung noch 
eioe Drehung um seine Langsachse. Wenn ein Pendel einen 
rotierenden Korper entbalt, so iat die langsame Drehung 
seiner Schwingongsebene der Prazessionsbewegung unter 
sonst gleicben Umstiinden entgegengesetzt. Denn erstere 
folgt, wenn man sie als Superposition zweier gleicher ent- 
gegengesetzt gericbteter konischer Kreispendelbewegungen 
von yerschiedener Schwingungadauer auffaUt, der rascheren, 
die Prilzeasion ist aber die Limite, der aich bei einer 
Elongation von 90" die langaamere nahert, wabrend die 
Schwingungsdauer der rascheren ins Unendliche wachst. 

Ich spreche noch den Wunach aus, dati der atarke 
phjsikahsche Einsehlag nicht den Mathematiker, und die 
etwas umfangreichen Formeln nicht den Phyaiker vor der 
Lekture dea Buebes auriickscbrecken mogen! 

Wien, Juni 1904. 

Ludwig Boltzmann. 
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I. Die Lagrangeschen Gleichungen. 

§ 1. Integration der Relation, welche das Frinzip der 

virtuellen VerscMebangeu fur einen Zeitmoment ausdrackt, 

nach der Zeit. 

Der Ausgargapunkt der nun folgenden Betrachtungen ist 
das im § 35 des I. Teiles durch die fielation 93) aus- 
gedriickte, mit dem d'Alembertscheii vereinigte Prinzip 
der yirtuellen Verschiebungen. 

Es aei ganz wie in § 34 des I. Teiles ein beliebiges 
System materieller Punkte mit beliebigen inneren und 
auBeren Kraften gegeben, welches noch beliebigen Be- 
dingungen unterworfen sein kann. 

Die Krafte, die von den Vorrichtungen auagehen, durch 
welche das System gezwungen wird, die erwahnten Be- 
dingungen zu erfiillen, nennen wir die impliziten Krafte, 
sei es, da6 diese Krafte von auBeren Vorrichtungen oder 
von starren oder einseitigen Verbindungen der materiellen 
Punkte untereinander ausgehen; alle ubrigen Krafte nennen 
wir explizite, Bei den impliziten Kraften ist im ersteren 
Falle das Vorzeichen dadurch hestimmt, daB immer die von 
der Vorrichtung auf das System ausgeiibten Krafte die im- 
pliziten heiBen, im letzteren Falle wird ihr Vorzeichen so 
bestimmt, wie es bei expliziten inneren Kraften schon im 
L Teile geschah. 

Die Massen, Kraftkomponenten und Koordinaten aowie 
die Differentiale und Variationen der letzteren aber sollen 
wie in § 71 des I. Teiles bezeichnet werden, 

Wir nennen jede Bewegung des Systems, welche unter 
demEinfiusse der angenommenen Krafte ohne Verletzung der 

BoltzmaoD. Mocbaulk 11. 1 
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g I. Integration der Variatioi 



[G1.1 



gegebcnen Bedingungen wirkiich statttinden kann, eine natiir- 
liclie Bewegung. Irgend eine solche hebeo wir ein fur allemal 
hervor und neniien sie die unTariierte Bewegung desselben. 

Dann sei also a^ der Wert irgend einer (der fc-teu) 
Koordinate zu irgend einer Zeit t bei dieser 
x'k und x^ sei die betreffende Geschwindigkeits- 
schleunigungskomponente, »Ja^_a = ™-3Jt_i ~ '^sic *^'® Masse 
dea Av-ten materiellen Punktes, X3^_2, Xg^_^, A'g^ seien die 
nacb den Koordinatenriclitungen gescbatzten Komponenten 
der auf diesen Pankt wirkenden gesamten expbziten Kraft 

Wenn wir im ganzen n materielle Pankte baben, so 
siod dem k alle mSglichen ganzen Zahlenwerte von 1 bis 3« 
zu erteilen. 

Wir bezeichnen femer wie im I. Teile § 33 das System 
ata holonom, wenn sich aamtlicbe Bedingungsgleicbungen 
aaf ebenso viele Gleichungen von der Form 
1) d<f){x^,x^ . . .Xg^,^ = 

reduzieren lassen. Ist dies nicbt der Fall, so beifit das 
System ein nicbt holonomes. Jede Bedingung, die sicb 
durch Multiplikation mit einem iutegrierenden Faktor auf 
die Form 1) bringen laBt, nennen wir eine bolonome, jede 
andere eine nicht holonome. Jedenfalls kann die ^te Be- 
dingnngsgleichiing in der Form geschrieben werden: 



fdt + ^iifdx^-. 



0. 



Siehe I. Teil § 33 Gleichungen 77) und 78). 

Ist T die Gesamtanzahl der Bedingungsgieichungen 
und kasen sich daraus nicht mebr ala r^ Gleichungen von 
der Form 1) ableiten, wobei dann noch t — Tj nicht holo- 
nome Bedingungsgleicbungen ubrigbleibcn, so bezeichnen 
wir die Zahl r — Tj als den Grad der Nichtbolonomitat des 
Systems. Unter der Form 2) ist natiirhcb anch die Glei- 
chung 1) enthalten, wenn |('l = -^, |® => ^— ist, 

Ubrigens besagt eine Gleicbung von der Form 1) nicht 
ganz dasselbe wie eine Integralgleicbung von der Form 
3) ip{x^,x^...x^^,i)=^0, 
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(il. 4.] I, § 1. IntegiatioB der Variationen. 3 

in welcber die Integrationskonstante einen bestimiEteii 
speztellen Wert hat, da durch die Differentialgleichung 1) 
die Koordinatenwerte fiir eiiien einzigen imter alien Zeit- 
momenten imbestimmt bLeiben und bloB deren Veranderungen 
fur alle iibrigen Zeitmomente beatimmt werden. 

[Inter Anwendung der soebeu auaeinandergesetzten Be- 
zeicbnungsweise sehreibt aieh daa niit demd'Alembertscben 
vereinigte Prinzip der virtuellen Verschiebungen (vergl. Glei- 
chungen 93) uiid 184) des I. Teiles) in der Form: 



m 



d'x, 



■ xAsx. = o. 



"Wir beacbranken uns im folgenden ausscblieBlicli auf die 
Falle, wo in den. Bedingungsgleichungen uad daher auch in 
ddeser Relation nirgends ein Ungleicbheitszeiclien, sondem 
lediglioh das Gleicblieitszeichen gilt, und werden auf den 
Grund hiCFVon im Anfange des nEchsten Paragraphen nocli 
zur ilckk omm en. 

Ein vorgeaetates S bezeichnet bierbei imnier die Va- 
riation, welche die betreffende Gr56e erfahrt, wenn man 
dem Systeme zur Zeit ( eine beliebige virtuelle Verruckung 
erteilt (I. Teil, § 34). Dabei ist atets nur ein einziger be- 
stimmter Zeitmomeot I der Bewegung ins Auge gefa£t, alle 
ubrigen Zeitmomente aber sind ganz auBer Betracbt ge- 
lassen. Der ins Auge gefaBte Zeitmoment dagegen ist au8 
ihnen voUkommen willkiirlicb ausgewahlt. Daher kSnnen 
wir aucb von Zeitmoment zu Zeitmoment fortsobreiten and 
den Werten, welche die Koordinaten zu jedem Zeitmomente 
haben, willkurliche Zuwachse erteilen. Wir erhalten dann 
fur jeden Zeitmoment besondere Werte von Sx^ und es 
werden zuvfjrderst die fiir den nachsten Zeitmoment gelten- 
den Werte dieser (rrSBen abaolut unabbangig sein von denen, 
die zu dem nacbst vorbergehenden Zeitmomente gehoren. 
Die Gleicbung 4) wird aucb gelten, wenn aicb dieae GrSBen 
von Zeitmoment zu Zeitmoment voUkommen diskontinuierlicb 
andern, so daB Integrale wie j Sx^dt absolut gar keinen 
Sinn haben, da die GroBe 6 x^ unter dem Integral- 
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4 I- S !■ Integration der VariatJoneii. [Gl. 5. 6. 

zeichen dann eine absolut diskontinuierliolie Funktion der 
Zeit ist. 

Unter alien mSglichen Annahmen fiir die Werte der 
Variationen der Koordinaten wird es zwar verhaltiiismaBig 
wenige, aber doch noch immer unendlich viele geben, bei 
denen sich die Sx^. zwar auch noch in ganz willkiirlicher, 
aber in kontinuierlicher Weise mit der Zeit andern. Wir 
kBnnen z. B. 

setzen ^), wobei « eine unendlich kleine, far a!le Koordinaten 
und zu alien Zeiten konstante GrOBe und f^ [I) eine endliche 
kontinuierliche Funktion der Zeit ist 

Dieselbe kann fur jeden Wert des k, d, h. fiir jede 
Koordinate ganz willkiirlicb gewahlt werden, nur mussen 
alle diese Funktionen f^(t) so gewahlt werden, da6 die durch 
aie dargesteUten Yerschiebungen zu jeder Zeit virtuelle, d. h. 
mit den Bedingungen vertraglich sind, denen das System 
gerade zar betreffenden Zeit I unterworfen ist. Ist also 2) 
die Gleichung, welche die betreffende Bedingung ausdruckt, 
I dx^ der Gleichutig 



2'S 



Sx^^O 



genugen (vergl. I. Toil, § 34, Gleichung 88).^ In dem jetzt 
hetrachteten speziellen Falle, daB die dx kontinoierliche 



') Die ftnaloge Substitution fiir Sx'^ geht bei dem Prinzip des 
kleinsten Zwanges absolut nicbt an, denn bei diesem muB ja fUr jeden 
Wert des le und zu alien Zeiten Sxt ^ Sxi' = Q aein (vergl, die Glei- 
chung 167) des I. Teilea). Wttrde man also analog mit Gleichung 5) 
jetat wahrend einer endlichen Zeit setzen 8x'^ — e.fi(t), bo kSnnte 
Sxi und 8x1/ hochstens fur einzeine Momente, niemals aber fdr jeden 
Moment dieser Zeit gleieh Null oder unendlich klein hoberer Ordnung 
ala s sein. Wir haben una also jetzt auf das Prinzip der virtuellen 
Verschiebungen zu bescbrilnken. 

') Wir werden spSter einmal aueh ao variieren, daS wir irgend 
einem zu irgend einer Zeit ( stattfindenden Zustande A der un- 
variierten Bewegung einen Zustand B der variierten Bewegung korre- 
spondieren lassen, welcher zu einer etwas spfiteren Zeit I + Si hei 
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Gl. 7-9.] I. § 1. Integration der Variatione 

Funktionen der Zeit, also durch AuadrUcke •\ 
darstellbar sind, haben lategrale wie 



1 der Form 5) 



Cdx^dl = sCfJi)dt 



einen ganz bestimmten Sinn, Wir konnen also die fiir alle 

Zeitmomente giiltige G)eichung 4) mit d I multiplizieren und 

iiber eiiie beliebige Zeit z. B. von i^ bis i^ integrieren, wo- 
durch wir erhalten: 



/2(' 



\§x,dt = (i. 



Hierbei kann t^ die Anfangazeit, t^ das Ende der I 
sein; es kann aber auch (^ ein beliebiger, t^ ein 1 
spaterer Zeitmoment im Verlaufe der Bewegung sein. Bei 
den in der Natur wirklich vorkommenden Bewegungen, z. B, 
der der Gestirne, kann ja von einer Anfangs- oder Endzeit 
der Bewegung ilberhaupt nicbt die Rede sein. Es ist i^^ 
nur der Anfang, t^ das Ende des gerade ins Auge gefaBten 
Stiickes der Bewegung. 

Die Variationen Sxj^ der Koordinaten sollen in den 
znnachst folgenden Paragraphen nun zndem immer der Be- 
diiigung unterworfen werden, daB sie sowohl fur ( = *„ als 
aucb fiir t = t^ saratlich yerschwinden. Fiir Zeiten, welche 
diesen beliebig benachbart sind, kiSanen sie dann schon 
wieder von Null verschiedene Werte haben. Erst viel 
spater (von § 31 angefangen) werden wir auch den Fall 
betrachten, da6 die Koordinatenvariationen an den Inte- 
grationsgrenzen ehenfalls nicht verschwinden. 



der variierten Bewegung eintritt, bo daB fla; die Veranderung be- 
zeiclmet, welche irgend eine Koordinate x erffilirt, wenn man von 
dem der Zeit t entapreeliendeu Zustand A der unvariierten Bewegung 
zu dem der Zeit t -^ St entsprechenden Zustand B der variierten Be- 
wegung ijbergeht, also jetzt A und B korreapoadierende Zustande 
siud. Bei dieser noch allgemeineren Art der Variation, welche wir 
aber im Texte vorlSufig noch nicht auwenden, wiirden an Stelle der 
Gieiohungen 6) des Testes die Glelchungen treten; 
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I. § 2. AusBchlieBung der Ungleiehungen. 



§ 2. AnsschlieBimg der Ungleiohungen. Umkehrang dea im 
Torigen Faragraphen entwickelten Satzes. 

Wir haben una hierbei auf die Falle beschriiukt, wo 
in Relation 4] das Gleichheitazeichen gilt. Die Falle, wo 
auch das Ungleicliheitszeiciien gelten kann, sind ohnedies 
weit weniger wichtig. Sie treten ein, falls in den Be- 
dingongsgleichungen ebenfalls Ungleiehungen Torkommen, 
Dann geschieht aber die Bewegung, solange die Vorrich- 
tungen, welche die betreffenden Bedingungen erzeogen, in 
Wirksamkeit bleiben, nicht anders, ak ob in den Bedin- 
gungen das Gleichheitszeichen gelten wurde. Von dem Mo- 
ment an aber, wo die materiellen Punkte in Positionen 
gekomraen aind, wo jene Vorrichtungen niclit mehr wirken, 
gescbieht die Bewegung sofort genau so, als ob die durch 
diese Vorrichtungen bewirkten Bedingungen gar nicht gelten 
wUrdea. Es wird daher wieder die Gleichung 9) richtig 
sein. In derselben sind jedoch die d'a^, solange die betreffenden 
Vorrichtungen wirksam sind, so zu wahlen, daB sie die be- 
treffenden Bedingungen erfilllen, in denen aber das Gleich- 
heitszeichen mit AusschluB aller Ungleichheitszeichen zu 
setzen ist. Sobald dagegen gewisse Vorrichtungen zu wirken 
aufgehort haben, konnen die Sx^^ ganz ohne Ettcksicht auf 
die durch die betreffenden Vorrichtungen bewirkten Be- 
dingungen gewahlt werden. 

Die Zeitmomente, in denen jene Vorrichtungen gerade 
zu wirken aufhoren oder anfangen, werden, singnlare FS.lle 
ausgenommen, ohnedies in das Integral der linken Seite der 
Gleichnng 9) nur einen Betrag liefem, welcher vemachlaasigt 
werden kann. Dieses Integral ist also in eine Summe 
von Integralen zu zerlegen, in denen auBer (^ und t-^ alle 
diese Zeitmomente als Integrationsgrenzen vorkommen, so 
daB kein solcher Zeitmoment innerhalb eines Integrationa- 
gebietes fallt 

Dadurch wird bewirkt, daB fiir jedes der Teilintegrale 
fur alle innerhalb der Integrationsgrenzen liegenden Zeiten 
die Gleichung 9) gilt; denn die Bewegung geschieht inner- 
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Grl. 9.] I. § 2. Umkeliruog des vorigen Satzes, 7 

halb dieser Grenzen ttberall so, als ob sowohl in Glei- 
chung 4] als auch in den Bedingungsgleichungen iiberall 
nur Gleichheitszeichen vorhanden wSren; nur daB fur einige 
Teilintegrale mehr, fdr andere weniger Bedingungen mit in 
Eetracht zu ziehen sind. Fiir die Grenzen der Integration 
dagegen mus8en noch besondere Grenzbedingungen aufgesteUt 
werden, auf welche wir aber in diesen Vorlesungen um so 
weniger eingehen werden, als sie meines Wissens noeii nie- 
mals untersucht worden sind. 

Die Bedingung, daB das Integral 9) flir alle virtuellen 
durch die Gleichung 5) ausgedriickten Variationen ver- 
schwiDden muB, ist zwar nicht mebr so allgemeiu als die 
Form, in der wir das Prinzip der virtuellen Verschiebungen 
im I. Telle ausdruckten, da jetzt die Koordinatenvariationen 
kontinnierliche Funktionen der Zeit sein mussen, und nicht 
wie im I. Telle fiir jeden Zeitmoment voUkommen willkurlich 
und yon den fiir aiie iibrigen Zeitmomente angenommenen 
ToUkommen unabhiingig sind. Es folgen aber aus der ersteren 
Bedingung, wenn wir den Fall ausschlieSen, daB die Be- 
wegungsgleichungen sich lings einer endliclien Zeitstrecke 
von Moment zu Moment diskontinuierlich mit der Zeit 
andern, und wenn in alien Bedingungen das Gleichbeits- 
zeichen gilt, nach den Kegeln der Variationsrechnung nocb 
immer die Bewegungsgleichungen der Mechanik. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir an, wir batten im 
Integral 9) diejenigen Variationen, welche durcb die Be- 
dingungsgleichungen bestimmt sind, durch die ubrigen un- 
abhangigen ausgedriickt. Es mtissen dann, wie wir sofort 
beweisen werden, wenn das Integral 9) unter den an- 
genommenen Bedingungen stets verschwinden soil, die Ko- 
effizienten aller dieser unabhangigen Variationen unter dem 
Integralzeichen ftir alle Zeiten verschwinden ; dies war aber 
genau die Bedingung, aua der wir schon im I. Teile die 
Bewegungsgleichungen ableiteten. 

Der noch ausstandige Beweis kann in der folgenden 
Weise gefiihrt werden. Wenn irgend ein Koefiizient einer 
der unabhangigen Variationen im Integral 9) nicht far alle 
Zeiten verschwinden wiirde, so kOnnte man dieser Variation 
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8 I. § 2. Umkehrung des vorigen Satzes. [G-I. 9. 

unbeschadet der BedinguDg, daB sie eine kontinuierliche 
Funbtion der Zeit sein soil, flir diejenigen Werte der Zeit, 
fiir welche der Koeffizient von einem positiven zu einem 
negativen Werfce oder lungekehrt ubergeht, sowie ftir die 
Zeitea t^ uDd (j den Wert Null, fUr alle anderen Zeiten aber, 
fiir welche dieser Koeffizient positiv ist, ebenfalls eineE posi- 
tiven, fur alle Zeiten, wo er negativ ist, einen negativen 
Wert erteilen. 

Wurde man dasselbe fiir alle anderen unabhangigen 
Variationen festsetzen, deren Koeffizienten nicht ftir alle 
Zeiten gleich Null sind, so wiirde das Integral 9) aus lauter 
positiven Gliedem bestehen, es kftnnte also nicht gleich 
Null sein. Sein Verschwinden fur alle moglichen virtuellen 
Verrtlckungen, die von der gleichen Anfangslage zur gleichen 
Endlage ubergehend sonat beliebige kontinuierliche Fiink- 
tionen der Zeit sind, hat also zur Folge, daB nach EH- 
mination der durch die Bedingungsgleichungen beatimmten 
Variationen die Koeffizienten aller iibrigen unabhangigen 
Variationen zu alien Zeiten verschwinden miissen, woraus 
achon im L Teile die Bewegungsgleichungen abgeleitet 
wurden. 

Dies muB auch fiir Zeiten gelten, die heliebig nahe an 
!„ and t^ liegen, und daher auch fiir letztere Zeiten selbst, 
da wir Diskontinuitaten ansschloseen. 

Es folgt also, falls in den Bedingungen nur Gleichheits- 
zeichen gelten, nicht nur aus den Bewegungsgleichungen das 
Verschwinden des Integrals 9), sondem es folgen auch um- 
gekehrt aus dieaem Verschwinden fiir alle virtueUen Ver- 
riickungen, die kontinuierliche Funktionen der Zeit sind, 
unter den oben angegebenen Einschrankungen wieder die 
Bewegungsgleichungen. Ja wir sehen, daB der Beweis, kraft 
dessen wir ini I. Teile bewiesen haben, dafi die Bewegungs- 
gleichungen eine notwendige Folge der Relation 4) sind, 
dadurch nichts an seiner Beweiskraft verliert, daB wir jetzt 
die Koordinatenvariationen ala kontinuierliche Funktionen 
der Zeit ansehen. 
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§ 3. Prinzip der stationaren Wirkung. 

Wir habeii diejenige Bewegung, wobei die A-te Ko- 
ordinate zur Zeit t den Wert x^ hat und welche also unter den 
gegebeiien AnfangsbediDgungen den BeweguDgsgleicbungen 
gemaB vor aicb geht (eine natiirliche Beweguag ist), die 
unvariierte genannt. Dieser unvariierten Bewegung stellen 
wir die variierte gegeniiber, bei welcher zur Zeit t die fc-te 
Koordinate den Wert x^ + Sx^. hat, wobei Sx^ durch Glei- 
chung 5) gegeben ist. Da auch diese Grofie eine konti- 
nuierliche Funktion der Zeit ist, so macht bei der variierten 
Bewegung jeder materielie Punkt ebenfalls eine kontinuier- 
liche Bewegung. 

Da ferner filr die Zeiten *„ und t^ die Variationen samt- 
licher Koordinaten verschwinden, so wird bei der variierten 
Bewegung jeder Punkt zur Zeit („ von denaelben Positionen 
ausgehen wie bei der unvariierten Bewegung, und auch 
wieder zur Zeit t^ dieselbe Lage erreichen, wie bei der un- 
variierten Bewegung. Es kann sein, dafi die variierte Be- 
wegung bloB dadurch aus der unvariierteo entstanden ist, 
da6 die der Anfangszeit entsprechenden Werte der Ge- 
schwindigkeitskomponenten aamtlicher materieller Pankte 
uaendlich wenig variiert wurdec, so daB die variierte Be- 
wegung nach denselben Bewegung sgleichungen vor sich geht, 
wie die unvariierte. 

Meist wird dies aber nicht der Fall sein ; die variierte 
Bewegung wird dann unter dem Einflusse von Kraften, 
welche dieselben Funktionen der Koordinaten sind, wie fur 
die unvariierte Bewegung, nicht moglich sein; wir miissen 
diesen Kraften vielmehr neue unendlich kleine Krafte binzu- 
filgen, um zu bewirken, daB das System in jedem Zeit- 
momente die variierte Bewegung macht. Diese neuen Krafte 
konnen daher ruhren, daB wir jeden materiellen Punkt mit 
der Hand fa^sen und so fuhren, daB er sich genau der 
variierten Bewegung eutsprechend bewegt, oder sie kOnnen 
wo immer sonst herriihren. Wir woUen sie immer die 
Zusatzkrafte nennen, 

Wir kiimmem uns Ubrigens vorlaufig gar nicht urn 
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10 I- § 3. Prinzip der atation&ren Wirknng. [Gl. 10. : 

diese Zusatzkrafte , sondern betrachten die variierte B 
wegung vielmehr bloB als eiue im Gedanken neben die u 
variierte, also neben die wirkliche hingestellte Bewegung. 

Wir vergleichen gegenwartig immer jeden beliebigen, 
7.U einer beliebigen Zeit i stattfindenden Zustand der an- 
variierten Beweguug mit demjenigen Zustaude der variierten 
Bewegung, welcher bei dieser zur gleichen Zeit t gehort 
und nennen die Zustande, welche wir vergleichen, korre- 
apondierende. Wir setzen vor eine beliebige GcroBe das 
Zeichen S, um den Zuwachs auszudriicken , welcben jene 
GrOBe erfdhrt, wenn man von einem beliebigen Zustande 
der un variierten Bewegung zum korrespondierenden Zu^ 
stande der variierten ilbergeht, wobei also bei uuseren 
gegenwartigen Betrachtungen t stets als konstant anzusehen 
ist. Das Zeichen d dagegen driickt den Zuwaclis aus, 
welclier bei der unvariierten Bewegung eintritt, wenn t um 
d t wilchat, wobei wieder von einer variiei'ten Bewegung gar 
nicht die Kede ist. 

Die Kraftkonaponenten X^^, F^, Z^ sowie die Kraft- 
funktiou V (sobald eine solche existiert), und die in den 
Bedingungsgleichungen auftretenden GroBen (f und | 
soUen fiir die variierte Bewegung dieselben Funktionen 
der Koordinaten und eventuell von t sein wie fur die un- 
variierte Bewegung. SV, Sfp etc. stellen also die Zu- 
wachse dar, wekhe diese Gr56en dadurch erfahren, dafi die 
Koordinaten von den Werten x^, x^ . . ., die ihnen zu irgend 
einer Zeit t bei der unvariierten Bewegung zukommen, zu 
den Werten a\ + 8x^, x^-^ bx^ . . . iibergehen, die sie im 
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung haben. 
Es ist also: 

.0, >y'±'ll>^ 

Die partiellen Ableitungen von V -\- ST nach den Ko- 
ordinaten liefern naturlich nur die KrEfte, welche bei Fort- 
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bestand der ftir die unvariierte Bewegung geltenden Kraft- 
gesetze bei deijenigen Koiitiguration der materielleQ Punkte 
wirksam waren, die diesen bei der variierten Bewegung 
zukommt, wahreud die Krafte, welcbe wir die Zusatzkrafte 
genauQt haben, eine neu hinzukommende oder auch gar 
keine Kraftfiinktion haben. 

Da fiir die variierte Bewegung zu jeder beliebigen Zeit ( 
der erste materielle Punkt die Abszisse 

hat, ao ist bei der variierten Bewegung dessen Gescbwindig- 
keitskompouente in der Abszissenriehtung zur Zoit ( gleicb: 

12) if l^. + *».)- ^ + ^ir- 

Unserer Ubereinkunft geina£ bezeichnen wir ganz all- 
gemein den Zuwachs, den eine beliebige GroBe beim Uber- 
gang von einem Zustande der unvariierten zum korre- 
spondierenden Zustande der variierten Bewegung erfahrt, 
durcli ein vorgeaetztes S. Da wir die ic-Komponente der 
Gescbwindigkeit dea eraten materiellen Punktea fur die un- 
variierte Bewegung mit x^' bezeichnet haben, so ist also der 
Zuwachs, welchen diese 3>Koinponente erhait, wenn man 
von einem Zuatande der unvariierten zum koiTespondierenden 
Zustande der variierten Bewegung ubergeht, mit Sx{ zu 
bezeichnen. Daher ist nach Formel 12): 
_ , dSx. 
1 ~ dt ' 

Ebenso erhalt man allgemein 

13) *4-^. 

Femer ist zur Zeit t die lebendige Kraft des ganzen Systems: 

14) T=\'^^m>,x^\ 

Der Zuwachs, den diese GrOBc beim Ubergange von einem 
Zustande der unvariierten zum korreapondierenden Zuatande 
der variierten Bewegung erfahrt, ist also: 
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12 i. g 3. Prinzip der stalioiiaren Wirkttiig, [G!. 15-17. 

15) Sr= 'yj'm^x^Sx^. 

Wir koniieii nun in der Gleichung 9) jedes Glied der 
Smnme einzeln nach I int«grieren und sie in der Form 
schreiben: 

3n (, t, an 

16) ^.fm,'!^S,,it-f^.XJ,,,dt = 0. 

1 !„ I 1 

Jedes ein;5elne Grlied der ersten Summe hat die Form: 

J " ~di^ * ■ 
Integrieren wir partiell nach t, so geht es iiher in: 



^-y-^-S^ 



■"J "*<= dt dt""'^- 



Das erate GUied dieses Ausdrucks vers ch wind et, da wir 
vorauagesetzt haben, daB sowohl fiir t — l^ als auch fSir 
t = ty samtliche Sx^ verschwinden. Daa zweite aber redu- 
ziert aicb bei Einfuhrnng der obi gen Bezeicbnung auf: 



Un^xlSxi, 



dt. 



Nehmen wir dieselbe Transformation mit alien Gliedem der 
ersten Summe der (rleichung 16) vor und fassen dann wieder 
aile zusammen, so finden wir, daB sich diese Summe auf 

— j STdt reduziert. Wir kiinnen daber die Gleichung 16) 

auch in der Form schreiben 

17) f{dT+ ^kX^d\\dt = 0, 

welche Relation man aus einem spater zu erlauternden 
Grande als das Prinzip der stationaren Wirkung in seiner 
allgemeinsten Form zu bezeichnen pflegt. Nicht zutreffend 
ist es, sie das Hamiltonache Prinzip zu nennen, von dem 
sie, wie wir selien werden, nur ein spezieller Fall ist. 
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Der Auadruck ^"X^Sx^ der Formel 17) stellt die 

Arbeit dar, welche gegen die expliziten Krafte geleistet wird, 
sobald das System aus der wirklichen Lage, die es zur 
Zeit t hat, in die liorrespondierende, d. h. derselben Zeit 
entsprechende variierte Lage gebraciit wird (vergl. I. TeiJ, 
§§16 und 26). Wetin cine Kraftfunktlon V existiert, we)che 
librigens aiicb noch die Zeit explizit enthalten kaiin, ao iat 
Xf^ — — dVldx^, daher nach Gleichung 10) 

18) '^i>X^Sx^=-SV, 

wobci — (iV die gesaiute Veranderung der Funktion V beim 
Uibergaiig von der wirklichen zur variierten Bewegung unter 
Konstanthaltung der Zeit ( ist. Exiatiert keine Kraftfunktion, 
oder sind die Krafte uberhaupt nicht bloB als Funktioiien 
der Zeit und der Koordinaten gegeben, so wollen wir noch 
immer aymbolisch 



19) ^^^t^^; 



= - 6'V 



setzen, wobei der beigefugte Strich ausdriickt, da6 die Stimnae 
kein voUstandiger Differentiaiauedruck ist. Wenn wir nicht 
wissen, ob diese Summe ein voUstandiger Differential- 
ausdruck ist oder nicht, ao woUeii wir dies durcli zwei dem S 
beigefttgte Striche andenten, so daB wir ganz allgemein die 
Grleichnng 17) in der Form scbreiben; 

20) ^dt{pT-b"V) = Q, 
wobei steta 

21) d'-V = -^f^XJx^ 

ist, und es sind beide Striche wegzulaasen, wenn man sicher 
weifl, da6 eine Kraftfunktion existiert; weiB man dagegen 
sicher, daB keine existiert oder die Krafte iiberhanpt nicht 
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ala Funktionen der Koordinaten und der Zeit gegeben siiid, 
so ist ein Strich zu setzen. 

§ 4. Begrlff der verallgemeinerten Koordinaten. 

Die im vorigen Paragraphen cntwictelte allgemeinste 
Form de8 Prinzipes der statioDaren Wirkung erweiat sich 
als besonders nUtzlich bei der Koordinatentransformation. 
Wir liaben bisher die Position jedes Massenpanktee des 
Systems durcii dessen rechtwinklige Koordinaten hestimmt. 
Sehr oft empfiehlt es sich, irgend welche andere Variabeln 
einzufuhren, welclie ebenfalls dazu tauglich sind, die Position 
jedes Punktes des Systems zu jeder Zeit zu definieren. Man 
kaiin z. B, die Position jedes Punktes durch Polar- oder 
Semipolar- oder elliptische oder noch andere Koordinaten 
bestimmen. Wenn zwisdien den Koordinaten der verschie- 
denen materiellen Punkte des Systenas Gieichungen bestehen, 
so gentlgen oft wenige Variable zur Bestimmung der Lage 
samtlicher materieller Punkte dea Systems. So kann, wie 
wir im I. Teile ersalien, die Position eines vollkommen freien 
starren Korpers im Eaume durch secba Variable bestimmt 
werden. Zur Bestimmung der Lage eines um eine feste 
Achse drehbaren starren Korpers reicht sogar eine einzige 
Variable tin. 

Wenn zwischen den 3m rechtwinkligen Koordinaten der 
n Pnnkte eines materiellen Systems r G-leichungen bestehen, 
80 aind noch ^n — t — i Koordinaten willktirlich; man sagt, 
das System hat * Freiheiten. Die Zahl der unabhangigen 
Variabeln, welche zur Bestimmung der Lage aller seiner 
Teile erforderlich ist, iat dann gleich der Zahl der Frei- 
heiten i; es kiinnen aber auch mehr (s) Variable verwendet 
werden. Im letzteren Falle sind dieselben jedoch nieht 
voneinander unabhangig, sondern es werden zwischen den- 
selben rr = s — * Gieichungen bestehen und man kann aagen, 
da6 durch Einfiihrung der neuen Variable von den Be- 
dingungagleichungeu r — (s — *) = 3« — s eliminiert wurden, 
da fruher t, jetzt nur mehr a = s — i Bedingungsgleichungen 
vorhanden sind. 

Diese Elimination von Bedingungsgleichungen wird 
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Gl. 22.] I. §4. Verallgemcinerte KiwrdiDaten. 15 

baufig folgendermaBen beweukstelligt. Man druckt die 3 m 
rechtwiokligen Koordinaten durcli 3« neue Variabela aus 
und wablt letztere so, daB einige derselben vennSge der 
Bedingungsgleicliungeu fiir alle Zeiten konstant bleiben, 
daher niclit den Cbarakter von Koordinaten, sondern von 
reinen Kouatanten der Aufgabe haben, wahrend our die 
anderen als veranderliche Koordinaten ilbrig bleiben. Wenn 
z. B. ein materieller Punkt gezwungen ist, sicb auf einer 
Kugelfliicbe zu bewegen, so driickt man zuerst seine recht- 
winkligen Koordinaten durch gewfibnlicbe Polarkoordinatcn 
aus, deren Ilrsprung der Mittelpunkt jener Kugelflacbe ist. 
Eine der Polarkoordinaten , namlicb die Entfernung Tom 
Kugelzentrum , ist dann konatant und es bieiben nur die 
beiden Polarwinkel als veranderHche Koordinaten iibrig. 

Es sei nun ein beliebiges System von n materiellen 
Pnnkten gegebeti; die rechtwinkligen Koordinaten derselben 
sollen wieder mit x^x^ . . . x^^ bezeicbnet werden, und aucb 
alle iibrigen bisherigen Bezeichnungen sollen beibehalten 
werden. Femer seien p^p^-'-P^ irgend welche andere 
Variable, durcli deren Werte ebenfalls die Position aamfc- 
licber materieller Punkte des Systems bestimmt ist. Wir 
wollen die p die verailgemeinerten Koordinaten des Systems 
oder kilrzer die Parameter nennen. Nach dem Gesagten 
muB s gleicb oder grSBer als die Anzahl * der Freiheiten 
des Systems sein und besteben im letzteren Falle s — i 
Gleichungen zwischen den p. 

Durch die Werte der p soil die Lage, d. h. es aoUen 
die rechtwinkligen Koordinaten x^x^ . . . x^^ samtlicher ma- 
terieller Punkte des Systems bestimmt sein. Die letzteren 
GroBen sind daher Funktionen der ersteren, was man in 
folgender Form schreibt: 

'i ^-'^'i {Pi,Pi ■ ■ -A-') 

^ =i^2 iPi^Pi ■• -P^'i) 



22) 



h«=^3M'p2 ■■■J',.')-') 



') Sobald die rechtwinkligen Koordinaten mit den generalisierten 
durcb eiu GleichungBSjstem von der Form 22) verbunden sind, be- 
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16 I- %i- Verallgemeinerte Koordiuaten. [Gl. 23. 2*. 

Der einfachste und am haufigsten Torkommende Fall 
wird der sein, da6 die Funktionen F, welche die recht- 
winkligen Koordiuaten durch die geoeralisierten ausdrucken, 
die Zeit nicht explizit eiithalten, da£ sie also zu alien 
Zeiten dieselbe Form haben, was z. B. eintritt, wenn man 
rechtwinklige Koordinaten durch Polarkoordinaten etc. aus- 
driickt. Wir bezeiehnen die generalierten Koordinaten dann 
als akieronome. 

Die Funktionen F konnen aber auch mit der Zeit ver- 
anderliche Parameter enthalten, so daU ihre Form mit der 
Zeit kontinuierlich veranderlich ist. Man aagt dann, sie 
enthalten die Zeit explizit und drfickt es dadurch aus, daB 
man unter dem Fnnktionszeiclien Fder Variabeln^ noch die 
Variable t explizit beifugt [rbeonome generalisierte Koordi- 
naten). Letzterer Urn stand wird immer eintreten, wenn durch 
Einftdirung der lietreflenden genenhaieiten Koordinaten 
Bedingungsgleichungen elimimert fturden, ^velche die Zeit 
explizit enthiehen 

4m einfachsten und /wi-tkraifiigsten lat es nituilich, 

zeichnen wir die letzfeicn iln holonome In dic^Bni Buche mit Aua 
nahrae von ^i:; 27 und 28 ist, some abeihaupt in der bisheiigen 
Mechanik, immei vorausgesetzt, daQ die generahsierten Koordinaten 
holonome aind Es kann auch. sein Jafi bloB die Differentiale der 
rechtwinklige n Koordinaten dnrch die der ijeneraliaierten gegehen 
smd, daB also im eintaehsten Falle an Stelle der fileiLhungen 22) 
Gleiehungen \on dpr Foim 

23) rf% = JzWrfi + '^knfdpu 

treten. Wenn diese Gleiehungen nicht aaf latiter Gleiehungen von 
der Form 

24) dxL^ dFi {p, ,ii^...p„t) 

i-eduzierbar aind, BO bezeidinen wit die generaliBierten Koordinaten 
als nicht holonome. Alsdann treten auih an Stelle der Gleiehungen 25) 
enteprechende Differentialgkiehimgen Fur nicht holonome genera- 
lisierte Koordinaten bedurfen die meisten ira Teste entwickelten Lehr- 
stttBe unter anderem sthon die Lagrangeaehen Gleiehungen einer gana 
wesentlichen Modifikation. (vergl i^tj 27 und 28 dann Wien feitzungaber 
111 Ila S IbO'i Dfczemher 190_) Wenn es nieht moglich ist mehr 
als 5 ier Gleiehungen 23) anf die torm 24) zu bnngen so nennen 
wir g den Grad der NichtholonomitSt dei general isierten Eoordinaten 
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GH. 25.] L ^i. Verallgemeinerte Koordinaten. 17 

wenn die Funktionen F der Gleichungen 22) eindeutig und 
kontinnierlich sind, da dann die Position des Systems durcli 
die generalisierten KoordinateB eindeutig bestimmt iat. Doch 
laBt sich manchmal die Einftthrung mehrdeutiger Funktionen 
njclit vermeiden, Man kommt dann uberein, daB die Werte 
der generalisierten Koordinaten nait bestimmten willkurlich 
gewahlten beginnen und sich dann stets kontinuierlich mit 
der Zeit andern sollen. Da auch die Werte der recht- 
winkligen Koordinaten sich stets kontinuierlich mit der Zeit 
andem, so ist dadurch jede Mehrdeutigkeit ausgescLlossen, 
solange man nicht an eine Stelle kommt, wo eich mehrere 
Funktionswerte verzweigen. An solchen Verzweigungsstellen 
oder anderen singularen Stellen, wo die Funktionen dis- 
kontinuierlicli, unbestimmt oder unendlich werdeo, sind 
immer beaondere Betrachtungen resp. besondere Fest- 
setzungen notwendig, wiihrend an alien ubrigen Stellen die 
2u entwickelnden Gleichungen richtig bleiben. 

Wenn zwischen den generalisierten Koordinaten Glei- 
chungen bestehen, so konnen naturlich die Funktionen F 
mittels derselben in verschiedene Formen gebracht werden, 
indem man die eine oder andere generalisierte Koordinate 
vermSge der zwischen den generalisierten Koordinaten be- 
stehenden Gleichungen durch die iibrigen ausdriickt, oder 
sonst gewisse in den Funktionen F vorkommende Ausdrijcke 
unter Benutzung dieser Gleichungen in eine andere Form 
bringt 

Da zu jeder Eeihe von kontinuierlich sich folgenden 
Wertekombinationen der x bis zu etwaigen Verzweigungs- 
punkten oder singularen Stellen eine einzige kontinuierliche 
Beihe von Wertekombinationen der p gehort, so kann man 
aus den Gleichungen 22) jedenfalls auch umgekehrt die^ als 
Funktionen der x ausdriicken, was auf folgende Form 
fiihren soil 



25) 



P, = %{x^, X, . . . x^„, {) 



Hosted by 



Google 



18 I- §5- Verallgemeinerte Kiafte. [Gl. 26. 

wobei natiirlich die Funktionen ebenfalls in verschiedene 
Formea gebracht werden konnen, falls GleichnDgen zwischen 
den rechtwinkiigen Koordinaten besteheii. Auch die Funk- 
tionen konnen mehrdeutig aein und einzelne smgulare 
Stellen haben, fur welche daun die Gultigkeit der zu ent- 
wickelnden Gleicbungen auf hort und besondere Betrachtungen 
erforderlich sind. 

Ea hatte keine Schwierigkeit, mittele der Glei- 
cliungen 22) in die ersten und zweiten Differentialquotienten 
der X nach der Zeit, sowie in die Ausdriicke filr die Kriifte 
die p etatt der x einzufuhren. Die Substitution dieser Werte 
in die fiir die rechtwinkiigen Koordinaten geltenden Be- 
wegungsgieiehungen wiirde dann in jedem speziellen Falle 
die Form liefern, welche die Bewegungsgleichungen nach 
Einfiihrung der verallgemeinerten Koordinaten annehmen. 

Wir woUen aber im folgenden zeigen, wie diese Form 
viel kiirzer und ganz allgemein mittels des Prinzipes der 
stationaren Wirkung gefunden werden kann, 

§ 5. Begriff der verallgemeinerten Krafte, 
Es seien x^ X2 ■ ■ . x^^ beliebige Koordinaten werte, 
P1P2 ■ ■ -P, ^'6 dazu gehorigen Werte der?> oder bei Mehr- 
deutigkeit beatimmte dazu gehorige Werte der p. Den dutch 
die Gleichungen 5) Lestimmten Zuwachsen dxj Sx^ ... Sx^^ 
der X sollen die Zuwachse Sp^ dp^ . . . dp^ der p ent- 
sprechen, welche also jedenfalls auch sonst vollkommen 
willkurlich sind, nur daB sie mit den etwa zwischen den p 
bestehenden Bedingungen vereinbar sein mi^sen; die durch 
sie bestimmte Verschiebung des Systems, nennen wir die 
Verschiebung B. Dann folgt mit Ausnahme der aingulSren 
Stellen, von denen jedenfalls nur einzelne vorhanden sein 
sollen, aus den Gleichungen 22): 

26) S^-'2'wJrn i-l,2,...3„. 

Wir lie Ben immer solche Zustande einander korre- 
spondieren, welche zu gleichen Zeiten gehSren, d. b. bei der 
durch daa Zeicben S angedeuteten Operation ist immer ein 
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Gl. 27-30.] I. §5. Generaliflierte KrSfte. 1$ 

Zuataud der unvariierten mit dem der gleichen Zeit ( ent- 
sprecheiideii Zustande der variierten Bewegnng zu ver- 
gleichen. Infolgedessen muB bei BiMung von ^a^ die Zeit ( 
als unveranderlicb angesehen werden, wogegen man fiir den 
wahrend der Zeit di bei der unyariierteu Bewegung ein- 
tretenden Zuwachs Ton a^ die Formel erbalt: 

Die Koeffizienten der Sp in Formel 26) siiid die partielleii 
Ableitungen der Funktionen F nach den p, also selbst wieder 
Funktionen der p und eventuell der Zeit. Wenn man von 
bestimmten Werten der x und p ausgebt, so sind bis zu 
den singularen Stellen die §x eindeutig durch die Sp be- 
st! mm t und umgekehrt, da nirgends auBer Jn den Ver- 
zweiguugspunkten eio zu gewissen p gehoriges Wertsyatem 
der X kontinuierlich in ein anderes oder umgekebrt ilber- 
geben kann. 

Sobstituiert man die Werte 26) in den Ausdruck 21) 
fiir die bei der iingierten Verscbiebung B geleiatete Arbeit 
des Systems, so nimmt dieser die Form an 

28) - ,r F = V X, 53^ = ^ P, Sp^ , 
vobei 

3n 

29) p.= yix^^ h=l,2...s 

ist. Durcb Einfiihrung dieser GrSBen erbalt man aus Glei- 
chung 17) oder 20): 



30) fi^'^'^ 2^" 



Die Eicbtigkeit der Gleichuog 17) wurde fiir beliebige 
Tirtuelle Verschiebungen bewiesen, welche jedoch sowobl fiir 
i = ((I als audi fiir ( = ij verscbwinden miissen. Es gilt aiao 
die Gleicbung 30) ebenfalls fiir beliebige mit den Bedingungs- 
gleicbungen vertraglicbe dp^, sobald diese samtlich fUr jede 

3* 



Hosted by 



Google 



20 I- § .i. Generalisierte KrSfte. [Gl. 30. 

dieser beiden Zeiten verschwinden; denn man sieht leicht, 
daB, weon s3.nitliche Sx verschwinden, dann aaeh samtliche 
Sp verschwinden muss en und umgekehrt. 

Die GrSBen P^ apieien eine ganz analoge RoUe wie 
fruher die GrSBen X^. Erstere heifien daher die ver- 
alJgemeinerten Kraft«, und zwar P,, die in der Eichtung 
der Terallgemeinerten Koordinate y^ wirkende verallgemei- 
nerte Kraft oder auch die Projektion oder Komponente der 
Gesanatkraft in der Eichtung der Koordinate p^. Wenn 
namlich die Koordinatentransformation blo6 in einem tjber- 
gange za anders geriditeten Koordinatenachsen besteht, so 
sieht man leicht, daB P^ im gewohnlichen Sinne des Wortes 
die Komponente der auf einen Punkt wirkenden Kraft in 
der Eichtung der betreiTenden nenen Koordinatenachse ist. 

~ S" V ist die bei einer bloB gedachten Verschiebung 
geleistete Arbeit. Wollte man die wahrend der Zeit d t fUr 
die unvariierte Bewegung wirklich geleistete Arbeit 



^X^dx^ 



berechnen, so waren natiirJich fiir die dx die Werte 27) zu 
substituieren und ea wilrde folgen —dV-\- -dt. 

Wenn die X nar Funktionen der Koordinaten sind und 
anch die Funktionen F der Gleichungen 221 die Zeit nicht 
enthalteuj so sind die P ebenfalla Funktionen der ver- 
allgemeinerten Koordinaten, welche die Zeit nicht enthalten. 
Wir sagen dann, das System ist skleronom und skleronom 
beatimmt. Enthalten die X oder die F die Zeit explizit (ist 
das System rheonom oder rheonom bestimmt, oder beides) so 
wird dies auch wenigstens von einigen der P gelten. Sind i&- 
gegen die X auch von den Geschwindigkeitskomponenten oder 
noch komphzierteren GrSBen abhangig, so enthalten natiir- 
lich auch die P die Ableitungen der p nach der Zeit oder 
noch verwickeher gebaute Ausdrucke. Wenn die X die 
negativen partiellen Ableitungen einer Funktion V (der Kraft- 
funktion) nach der betreffenden Koordinate sind nod V 
nur die Koordinaten und eventuell exphzit die Zeit enthait, 
so daii 
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Gl. 30a-33,] I. §5. General i sier te Kriifte, 21 

30a) ^^ = -11 k = ),-2...3n 

ist, BO wird, wie sofort aus Gleichung 29) ersichtlich ist: 

' '' jiLi dxt dp,. dp^ 

Man erhait also dann die nacli eioer beliebigen generali- 
sierten Koordinate wirkende generalisierte Kraft, indem man 
ill der Kraftfuiiktion die rechtwinkiigen Koordinaten x mittels 
der Gleichungen 22) durch die geQeralisierten Koordinaten 
ausdriickt, die so erhaltene Funktion der generalisierten 
Koordinaten und der Zeit nach der betreffenden generali- 
sierten Koordinate partiell differenziert und schlieBIich das 
Vorzeichen umkehrt. 

Wenn zwisoben den p kerne Gieichung meiir bestebt, 
so kann man die nach j5,_ wirkende verallgemeinerte Kraft 
unabhangig von den rechtwinkiigen Koordinaten und den 
Komponenten der auBeren Krafte nach den Eichtungen der 
rechtwinkiigen Koordiuatenachsen in der folgenden Weise 
definieren. Man laBt p^ um Sp^ wachsen, die iibrigen p 
aber konstant, sowie aucb die Zeit, inaofern die Form der 
p mit ihr veranderlicb ist. Die dabei geleistete Arbeit 
— S"^ V durch den Parameterzuwachs Sp,^ di^idiert ist die 
betreffende generalisierte Kraft. Es ist also: 

32) P,, = - -f — ■ 

Sind die p nicht TOneinander unabhangig, so konnen 
natiirlich fur jedes einzelne P verachiedene Aosdriicke auf- 
gestellt werden. Es lassen sieh dann samtlicbe auBere und 
innere nach jedem Parameter wirkenden Krafte gar nicht 
durch alleinige Betraobtung der Arbeitsleistung bei jeder 
virtuellen Verschiebung voneinander trennen, gleicbwie allein 
durch Angabe der Arbeitsleistung bei jeder virtuellen Ver- 
schiebung samtliche Komponenten der auf aJle materiellen 
Punkte wirkenden auBeren Krafte nach den recbtwinkhgen 
KoordJnatenrichtungen in dem Falle ebenfalls noch keines- 
wegs bestimmt sind, da6 zwischen den rechtwinkiigen Ko- 
ordinaten Gleichungen bestehen. 
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22 I- § fi- Generaliaierte Geschwindigkeit. [Gl. 33. 

Wenn aber die X, sowie die in den Gleichungen 22) 
Torkommendeii Funktionen F gegeben sind und man daran 
keine Elimination en mittels der Bedingnngsgleicliungen vor- 
nimmt, so sind die Ausdrlicke 29) besfcimmt. Ea sind jene 
Wertbe, welche die Fomel 29) (resp. 32)) geben wiirde, 
wenn man obne Eucksicht auf die Bedingungsgleichnngen 
alle p bis auf p^ konatant laBt, aus den Gleichnngen 22) 
die dazu gehSrigen Anderungen der rechtwinkligen Koordi- 
naten und mittela der Formel 28) S^ V berecbnen wiirde. 

Die generalisierten Krafte haben natiirlich nicht immer 
die Dimensionen einer Kraft im gewQbnliclien Sinne. Da 
/*j §pj^ immer die Dimensionen einer Arbeit hat, so hat 
:'. B. P^ die Dimension einer mit einer LSnge multipUzierten 
Kraft [einer Arbeit, eines Drehmomentes), wenn p,^ ein 
Winkel, also eine bloEe Zahl ist 

§ 6. Oeneralisierte Geschwindigkeit, lebendige Kraft, 
generalifiiertes Homent. Eine aehr allgemeine Gleicbung:. 

Wir wollen nun den Differentiaiquotienten einer be- 
liebigen GrSBe nach der 2eit wieder mit einem angehangten 
Strich bezeicbnen und die Differentialquotienten p'l, p'z. . . 
der verallgemeinerten Koordinaten nacli der Zeit die ver- 
allgemeinerten Gescbwindigkeiten nennen. Die Division der 
Gleichung 27) durch dt liefert: 

==') <=4t+2''.4S '.=1.2. ..!>.. 

Da die partiellen Differentialquotienten der a:^ Funk- 
tionen der p und der Zeit sind, so sind also durcb diese 
Pormel die gewohnliclien Geschwindigkeitskomponenten x' 
als Functionen der verallgemeinerten Koordinaten p «nd 
der verallgemeinerten Geschwindigkeiten p' ausgedruckt und 
zwar sind sie bezuglich der letzteren GroBen linear, Diese 
Funktionen werden die Zeit dann noch explizit enthalten, 
wenn diese auch in den Funktionen F explizit enthalten ist 
(wenn die verallgemeinerten Koordinaten rheonom sind). 

Der partielle Differentialquotient eines so ausgedriickten 
x'^ nach p\ (d. h. der daraus unter Konstanthaltung aller 
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Gl, 34-36.] I. S 6, Lebendige Kraft. 23 

iibrigen ^', aller f und der Zeit, weno letztere explizit in 
Bx'i^jdp\ enthalten ist, gebildete) ist 

34) I'-.'-i^' 

also gleich dem aus 22) gebildeten partiellen Differential- 
quotienten des entsprechenden x nach dem entsprechenden p. 
In den rechtwinkljgen Koordinateu ausgedrilckt ist die 
lebendige Kraft durch Formel 14) gegeben, Substituiert 
man fiir die x die Werte 33), eo folgt Tals ganze Funktion 
zweiten Grades der p'. Wir woUea setzen 



35} 



= ^'^'^^hj.P'hP'k + ^^I'P'" + ^ 



^ ^^iP'i^ + \%%f% ■ ■ ■ + ^nV'iV'% + ■ ■ ■ 

wobei wir unter a^^ und o^^ stets dieselbe GroBe, namlich 
den balben Koeffizienten von j»'jp'^ im Ausdrucke ftir T ver- 
steben. Die beiden Glieder, welche man erhalt, einmal, 
wenn man in der ersten Snmme den Summationsbuchstaben 
gleich h und in der zweiten gleicb /f, daa andere Mai, wenn 
man in der ersten Snmme den SummatiofiSbuchstaben gleich 
k nnd in der anderen gleich h setzt, addieren sich dann zu 

Die Koeffizienten a, ^ und y werden noch die generali- 
sierten Koordinaten f in irgend einer von der Form der 
Fnnktionen F abhanglgen Weise enthalten. Falb die Funk- 
tionen F der Gleicbungen 22) die Zeit nicbt explizit ent- 
halten, also, wie wir una ausdriickten, fiSr stleronome 
generalisierte Koordinaten verschwinden die (3 and j- und T 
wird eine homogene quadratische Funktion der f. 

Man bezeichnet den partiellen, d. h. bei Konstant- 
haltung des t, aller ji und aller Ubrigen ji' gebildeten Ditfe- 
rentialquotienten von T nach ^\ mit 9^ und nennt ihn das 
betreEFende generalisierte Moment. Es ist also: 



•iir- 



= 2<.„.p-. + A. 
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24 I- §6. Generalisiertcs Moment. [GI. 37. 38. 

Wenn man den Verlauf der unvariierten Bewegung ver- 
folgt, so sind allerdings samtliche p E'unktionen der Zeit 
allein und freilich auch der Anfangswerte , mit deuen die 
Bewegung begonnen hat , so daB bei einem gegebenen 
Systeme und gegebenen Anfangswerten , wenn eines der p 
gegeben ist, dadurch im alJgemeinen alle anderen bestimmt 
sind, entweder eindeutig oder mehrdeutig, manchmal freilich 
unendlich vieldeutig, selbst so, daB sie noch eine bontinuier- 
hch zwischen ge wis sen Grenzen liegende Mannigfaltigkeit 
von Werten annehmen kSnnen. Die p aber sind zudem die 
Different! alquotienten der entsprechenden p nach der Zeit. 

In Formel 36) aber, wie auch schon fruher bei Bildung 
aller partiellen Differentialquotienten, wird dies gar nicbt be- 
rttcksichtigt. Es wird ftir einen Augenbbck T einfach als 
ein Ausdruck betracbtet, der in gegehener Weise aus den 
p und p zusammengesetzt iat und obne Biicksicht auf die 
Bedeutung der p und p' gerade so partiell differenziect 
wird, ala ob sich jedes der p und jedes der p unabbangig 
von alien anderen fiir aich allein beliebig andem kSnnte, 
was z. B. dann wirkHch der Fall ware, wenn man nicht 
bloB die Zeit, sondern auch jeden der Anfangswerte der 
p und p als beliebig veranderlich betrachten wurde. 

In dem speziellen FaUe, daB die generahsierten Koordi- 
naten mit den rechtwinkligen zusammenfallen , iat p\ = x\, 
dalier T durch den Ausdruck 14) gegeben und man hat 
.,-, d T 

fj ist also dann das, was wir schon ira I, Teile das in der be- 
treffenden Koordinatenrichtung geschatzte Bewegungsmoment 
genannt haben, 

Denken wir uns in den Ausdruck fiir T die generahsierten 
Koordinaten eingefilhrt, so daB er die Form 35) annimmt, 
so folgt zunachst fiir jeden Zeitmoment: 



dT: 



+ 2II-- 
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Gl. 39-40.] I. g6. Allgemeine Gieichung. 25 

Hierbei ist 5p^ der Zuwaohs, welchen der Wert der 
generalisierten KoordinateD p^^ heim Ubergange von dem der 
Zeit ; entspreclienden Zustande der unvariierten zum korre- 
apondierenden Zuatande der variierten Beweguog erfahrt. 
p' = — ^- ist der Wert der entsprechenden generalisierten 
Geschwindigkeit zu dieser Zeit fiir die uiiTariierte, 

der fur den korrespondierenden Zustand der variierten 
Bewegung. Der Zuwachs, den diese generalisierte Ge- 
schwindigkeit beim tJbergaug von der unvariierten zur 
variierten Bewegnng erfdhrt, ist also: 
39, .p-.-ya. 

Addiert man zur Gieichung 38) beiderseits den Ausdruck 

multipliziert mit dt und integriert von (^ bis ij, so ergibt sich: 



( 



40) 



fhT^2' 



dt = 



= fil2Wsp\+U^-+F, 



Irgend ein Glied der ersten Summe der rechten Seite dieser 
Gieichung hat mit Inbegriff der Integration nach ( die Form 



I i!i,Sp\d 



was unter BerUckaichtigung der Gieichung 39) durch par- 
tielle Integration gleich 

'dqn 



\%^H\~P-^t^-P.d 



gefunden Tvird. Transformiert man jedes Glied der rechten 
Seite der Gieichung 40) in dieser Weise und vereinigt dann 
wieder aUe diese Glieder, bo folgt allgemein: 
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I. § 7. Lagranges Gleieh. 






Die Gultigkeit dieaer Gleiciiung ist keineswegs an die 
Bedingung geknupft, daB fur die Integrationsgrenzen , also 
fiir t = tg uud ( = *i, die VariationeE samtlicher Koordinaten 
Yerscliwiiiden. Wenn dies jedoch der Fall ist, wenn also 
fiir ( = ^u und i = t■^ samtliche §p yerschwinden, so ver- 
schwindet das letzteGlied der rechtenSeite derG-Ieichung41). 
Andererseits aber verschwindet in diesem Falle aucb die 
linke Seite dieser Gleichung gemaB der Gleichung 30) und 
es folgt somit in diesem speziellen Falle: 



12 



--|^ + P, \dp^dt = 0. 



§ 7. Erete Form der Lagrangeschen B ewegungsgleichoug 

Wenn zwischen den p keine Bedingungsgleicliungen 
bestehen, so sind in Gleichung 42) samtlicbe §p voneinander 
nnabhangig und man kann aus der Allgemeingiiltigkeit dieser 
Gleichung leicht beweisen, daB alls Koeffizienten aller Sp 
fiir alle Zeiten verschwinden miissen. Denn wiirde der 
Koeffizient irgend eines der Sp, z. B. der von Sp^, nicht 
fiir alle Zeiten verschwinden, so kSnnte man fiir alle Zeiten, 
iur welche er positiv ist, aucli Sp^ positiv, fiir alle, ftir welche 
er negativ ist, auch dp,^ negativ, dagegen alle anderen Sp 
gleich Null wahlen. Die linke Seite der Gleichung 42) wlire 
dann notwendig positiv und kiinnte nicht verschwinden, was 
mit dem eben Bewiesenen in Widei^pruch steht. Man hat 
also zu alien Zeiten und, wenn alle Funktionen kontinuier- 
lich sind, auch heliebig nahe an iy und t^: 

43) ''?i_Jl = p^, ft==l,2,a ...s. 
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Gl. 44. 45.] I. §7. Lagrangea Gleich. Em te Form. 27 

Die ZabI s der generaliaierten Koordinateii kann nicht 
kleiner sein, als die Zahl * = 3« — t der Freiheiten des 
Systems, weil sonst eine Eestimmung der Lage aamtlicher 
Punkte des Systems durch die generalisierten Koordinateii 
unmOglich ware, 1st s = i, so tritt der eben betrachtete 
Fall ein, da6 zwischen den generalisiertea Koordinaten 
keinerlei Bedingungsgleichungen bestehen. Die generali- 
sierten Koordinaten werden aber nur dann holonom sein 
k(3nnen, wenn das System selbst ein holonomes ist. 1st da^ 
gegen s > *, so bleiben zwischen den generalisierten Koordi- 
naten noch a = s — i — s — ^n + r Bedingungsgleichungen 
ubrig. 

Beim Gebrauche recbtwinkliger Koordinaten hatte die 
Me Bedingungsgieichung die Form 2). Fiibren wir vermoge 
der Gleichungen 22) und 27) die generalisierten Koordinaten 
ein, so nimmt diese Bedingungsgieichung die Form an 

44) n^di -\- ^h %'^^ dp^ = 0, 

wobei 

Sn Hn 

44a) ^' = i' + 2!'^'''dr '^'. = ^■^^3?/ ' 



Bei Bildang der partiellen Differentialquotienten der x sind 
diese naturlieh vermoge der Gleichungen 22) als Funktionen 
Ton ( und den p zu betracbten. "Wenn eine Bedingungs- 
gieichung von den generalisierten Koordinaten identiscb er- 
fflllt wird, so miissen filr dieselbe samtliche ra identisch ver- 
schwinden. 

Die der Bedingung 44) entsprechende Bedingungs- 
gieichung tur den tJbergang von einem Zustande der 
unvariierten zum korrespondierenden Zustand der variierten 
Bewegung aber wird, falls nicht alle it verschwinden und 
sie daber identiscb erfiillt ist, lauten: 



^j-^^M-'O. 
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28 I- § ''■ Lagrangcs G-leich. Erete Forui. [Gi. 4e-48, 

Die 7t sind naturlich jetzt Funktionen der generalisierten 
Koordinaten, welche aiich die Zeit explizit enthaiten konnen. 
Letzteres wird jedoch niemah der Fall sein, wenn die fruher 
mit F und | bezeichneten Funktionen die Zeit nicht explizit 
en&ielten. 

Bei der in der Anmerkung auf Seite 5 § 1 angedenteten 
Variationsmethode, bei welcher die korrespondierenden Zu- 
stande nicht gleichen Zeiten entspreclien und daher aucb 
die Zeit variiert wird, welche wir aher yorlaufig nirgends 
anwenden werden, muBten an SteUe der Gleichungen 45) 
die Gleichungeu treten; 



r'd'i 



- ^'.^'Jp.^O. 



Falls das System holonom ist, werden auch die Be- 
dingungsgleichungen 44) holonom sein, d. h. sich auf a 
Gleichungen von der Form 
47} d^{p,,p,...p,,t) = 

rednzieren lasaen. Wenn dagegen das System inholouom 
vom Grade ff ist, so mtissen ^ von den Gleichungen 44) 
ubrig bleiben, die sich nicht auf diese Form bringen lasaen. 

ItQ ersten Falle haben die Bedingungen, welche fur 
den tJbergang vom unvariierten zum variierten Zustande 
gelten, ebenfalis die Form 

48) (>v{Pi,P2 • • -P,' = 

und es kommt ihnon eine tiberaus einfache Bedeutung zu. 
Diese Gleichungen besagen namlich, daB die Funktion (f 
beim tlbergange von jedem Zustande der unvariierten zum 
korrespondierenden Zustande der variierten Bewegung eben- 
falh denselben konstanten Wert behalten muB, der ihr audi 
fur die ganze unvariierte Bewegung zukommt, daE also auch 
wahrend der ganzen variierten Bewegung diese Funktion 
jenen konstanten Wert haben mu6, oder mit anderen Worteu, 
da6 auch die variierte Bewegung aus lauter Lagen bestehen 
mu6, welche mit den Bedingungsgleichungen vereinbar sind, 
d. h. selbst mit diesen vereinbar sein mu6. 

Wenn die Bedingungen in der Form gegeben sind: (p = 
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Gl. 49.J I. § 7. Lagraoges Gleich. Erste Form. 29 

einer gegebenen Konstaoten, so iat dieser Satz selbstverstand- 
lich amkehrbar, d. h. jedesmal wenn die Tariierte Bewegung 
in ihrem Verlaufe dea Bedingungen geniigt, muB ilinen auch 
jeder Ubergatig von einem Zuatande der unvariierten zum 
borrespondierenden Zustande der variierten Bewegung ge- 
nugeiL Sind dagegen die Bedingungen hloB in der Form 47) 
gegeben, ao konnte im Verlaufe der variierten Bewegung (p 
gleich einer Konatanten sein, deren Wert von dem fiir die 
unvariierte Bewegung geltenden etwas verachieden ware. 
Dann konnte der Verlauf der unvariierten Bewegung den 
Bedingungen geniigen nnd aucli der der variierten fur sicb, 
nicht aber der tjbergang von der einen zur anderen, Docb 
ist diese MSglichkeit aofort wieder ausgeschlossen, wenn die 
Koordinaten fur i = /,, und t^t^ nicht variieren. 

Die Bedeutung, welche den Variationabedingungen im 
zweiten Falle, wenn das Syatem inholonom ist, zukommt, 
wollen wir im nachsteu Paragraphen erortem. Hier 
wollen wir zunilchst zeigen, wie die Gieichung 42) zu be- 
bandeln ist, wenn beliebige Bedingungsgleichungen zwischen 
den p gegeben aind, deren Anzahl u sei. Wir setzen voraua, 
da6 jede derselben in die Form 44) gebracbt werden kann, 
welcher zwiacben den Koordinatenvariationen die Be- 
dingung 45) entspricht. Wir multiplizieren die Gieichung 45) 
mit einem zu bestimmenden Faktor A,, welcher Funktion 
der Koordinaten und der Zeit sein kann, aummieren dann 
beztighch i von 1 bis u, multiplizieren ferner mit di, inte- 
griereu von * = «„ bis i = t^ und addieren endlich das E,e- 
sultat zur linken Seite der Gieichung 42). 

Die A konnen dann so bestimmt werden, da6 in der 
auf diese Art erhaltenen Gieichung die Koefiizienten von (t 
der Sp verscbwinden. Die iibrigen dp aind aber unab- 
ha,ngig und man beweiat durch dieselbe SchluBweise, durch 
welche wir die Gleichungen 43) erhielten, da6 auch ihre 
Koefiizienten verscbwinden miissen. Die Nullsetzung aller 
dieser Koeffizienten liefert die Gleichungen: 



49) ^«^_ ^'■=-P.+ yO,n'-^^, 
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30 !■ §8- Bedeutung der VariatioQsbedingiingen. [Gl. 50. 51. 

Diessind die aligemeinen von Lagrange zuerst angegebeaen 
Bewegungsgleichungen in generalisierten Koordinaten, Falls 
eine Kraftfunktion existiert, nehmen sie die Form an 

dt dp^ ' ^ '■ ^ ' 

wahrend man in diesem Falle aucli schreiben kann 



wenn V die Geschwindigkeiten nicht enthalt. 

§ 8. Bedentnng der Variationsbedingnngen fiir nicht 
holonome Syateme. 

Wir geben nun zur Erlauterung der Bedeutung uber, 
irelche die Variationsbedingungen filr nicht holonome 
Sjsteme haben. In diesem FaUe ist ee durcliaua nicht 
ein- und dasselbe, oh man sagt, der Verlauf der variierten 
oder der Ubergang Ton der uovariierten zur variierten 
Bewegung solle die Bedingangsgleicbungen erfilllen. Da 
namlich dann gewisse Bed in gungaglei change n nicht inte- 
grabel sind, so brauchen sie, wenn sie von einem be- 
stimmten Ubergange aus einem Anfangazustande Z^ in 
einen Zustand Z^, und wiederum von einem TJbergange 
aus dem Zustande Z^ in einen Zustand Zg gelten, nicht 
auch von jedem anderen Ubergange aus dem Zustande Z^ 
in den Zustand Zg zu gelten. Daraua also, da6 diese 
Bediogungsgleichungen fiir jeden Ubergang ana einem Zu- 
stande der unvariierten Bewegung in den korrespondieren- 
den Zustand der variierten Bewegung gelten (Ubergang A), 
folgt dann nicht, daB sie auch fir den Ubergang von jedem 
znm nachsten Zustande der variierten Bewegung gelten 
(Ubergang B). 

Beim Ubergange B gehen die Werte, welche die Ko- 
ordinaten bei der variierten Bewegung zur Zeit ( haben 
[ft-te Koordinate = ^^ + Sp,), in diejenigen ilber, welche 
sie fur die variierte Bewegung zur Zeifc t + dt haben (fe-te 
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GI. 52. 53.] I. %S- Bedeutung der Varitttionsbedingungen. 31 

Koordinate = p^ + Sp,^ + dp^-\-d 5pJ. Wir koniien daher 
die Form, welche die Gleichung 44) far diesen Ubergang 
anniiumt, symboliscb so schreiben: 



was durcb Subtraktiori der Gleichung 44) liefert: 



d- L' <f ( + ^ ^1" (Pa- *; '^pi = 2 Tpl ^~^* '^ ' + 



52) 



Gleichung 45) drtlckt aus, daB die < 
dingung flir den Ubergang A zur Zeit ( gilt, d. h. fur den 
tJhergang vom ursprunglichen Zustande zur Zeit t zum 
variierten zur selben Zeit. Die Gleichung, welche aua- 
drSckt, daB dieselbe Bedingung auch zur Zeit t + di filr 
Ubergang A erfiillt ist, d. h. fur den tjbergang ana dem der 
Zeit t + dt entsprechenden ursprunglichen Zustande zu dem 
derselben Zeit entsprechenden variierten Zustande, iinden 
wir, indem wir Gleichung 45), in welcher wir den Summations- 
buchstaben auch mit k bezeichnen konnen, nach i diffe- 
renzieren, wodurch folgt: 



53) 






Die Gleichung 53) ist sicber mit 52) identisch, wenn al!- 
gemein 

dph ~ dt 8pt ~ epi, 

ist, d. b. wenn die Bedingung holononi ist. Andemfalls sind 
beide Gleichungen im allgemeinen nicht identisch. Wenn 
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32 L § 8. Bedeutung der YariationsbedingungEU. [Gl. 53. 

also auch der IJbergaiig von jedem Zustande der unvariierteii 
zum entsprechenden Zuatande der Tariierten Bewegung den 
Bedingungsgleicliuiigeii entsprechend geschieht, so folgfe 
daraus noch nicht, da6 auch die Reihenfolge aller variierten 
Zustande eine den Bewegungsgieichungen entsprechende Be- 
wegung Hefert 

BeBonders auiFallend tritt dies hervor, wenn man von 
dem variierteii Zuatande wieder zu einem neuen variierten 
Zustande etc, ubergeht, bis man achlieBlich zu einer variierten 
Bewegung gelangt, welche um endliches von der urspriing- 
lichen Bewegung, welche wir die unvariierte nannten, ver- 
schieden ist. Wenn dann auch jeder "Chergang von jedem 
Zustande irgend einer der variierten Bewegungen zum 
korrespondierenden Zustande der nachstfolgenden variierten 
Bewegung den Bedingungsgleichungen gemaB erfolgt, so kann 
doch die Reihenfolge der Zustande, za welcher man ganz 
zuletzt gelangt ist, eine Bewegung bilden, welche die Be- 
wegungsgieichungen nicht mehr im eutferntesten erfiillt. 

Wenn z. B, das System eine Kugel iat, so ist die Be- 
diugung, da6 sie auf einer festen Flache roUen mu6, eine 
nicht holonome, wird also durch eine nicht integrable Glei- 
chung von der Form 44), die aber weder die Zeit noch 
deren Differential enthalt, dargestellt. Die Bedinguug fllr 
die BJchtigkeit der Gleichung 42) ist dann, daB der tjber- 
gang von jedem Zustande der unvariierten zu dem korre- 
spondiereuden Zustande der variierten Bewegung durch 
RoUen auf dieser Flache geschieht. Hieraua und aus dem 
Umstande, daB die unvariierte Bewegung ein EoUen am 
deraelben Flache ist, folgt aber noch keineswega, daB auch 
die durch die Keihenfolge der variierten Lagen dargestellte 
Bewegung wieder ein Eollen auf dieser Flache ist.') 

Bei holonomen Systemen konnen wir die Bediugungen, 
denen die variierte Bewegung genUgen muB, in einem 
Satze ausaprecben, in dem gar nicht davon die Rede ist, 
welchem Zustande der unvariierten Bewegung man jeden 
Zustand der variierten Bewegung korrespondieren laBt, in- 

') Vergl. Holder, G6tt. Naehr. 1896, Heft 2, S. 122. 
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Gl. 53.] I. § 8. Bedeutung der Variationsbedingungen. 33 

dem wir blofi sagen, die variierte Bewegung muli als solche 
ganz unabliangig von der unvariierten den Bedingunga- 
gleichuDgea geniigen. Die BedinguDgen dagegen, denen bei 
nicht holonomen Systemen die variierte Bewegung geniigen 
miiB, scheint ihrer Formulierung nach davon abhangig zu 
sein, welchen Zuatand der variierteii Bewegung man bei 
Bildung der Sp mit einem jedeu Zustande der unYariierten 
Bewegung vergleicht (ihm korrespondieren laBt), da wir 
sagten, die variierte Bewegung muB so geschehen, da8 der 
Ubergang von jedem Zustande der unvariierten Bewegung 
zu dem korrespondierenden Zustande der variierten Be- 
wegung den Bedingungsgleichungen genugt. Wir wollen dies 
kurz die Holdersche Art der Variation nennen. 

E3 kann also die Frage aufgeworfen werden, ob eine 
bestimmte, dieser Bedingung genugende variierte Bewegung 
nicht aufhort, ihr zu geniigen, wenn man nichts anderes 
verandert, als daB man mit jedem Zustande der unvariierten 
Bewegung nicht denselben Zustand der variierten Bewegung 
wie fruiier, sondern einen zu einer unendlich wenig ver- 
schiedenen Zeit gehorigen Zustand der variierten Bewegung 
korrespondieren la6t. Es muB dann, wenn man von der 
unvariierten Bewegung nach der Hfilderschen Variationsart 
zu einer eraten variierten, von dieser wieder nach der 
Hiilderschen Variationsart zu einer zweiten, dann zu einer 
dritten u. s. f. iibergeht, bis man zu einer nm endliches ver~ 
schiedenen Bewegongeart gelangt, dieae, die zwar den Be- 
dingungen der Aufgabe im allgemeinen gar nicht mehr 
geniigen wird, doch eine gewisse charakteriatische Eigen- 
schaft haben, welehe zum Auadruck bringt, daB sie durch 
lauter Variationen nach der Hfilderschen Art ans einer 
den Bedingungen der Aufgabe genugenden Bewegung entr 
standen iat. 

DaB in der Tat das charakteriatiache Merkmal der 
Holderschen Variationsart nicht gestort wird, wenn man 
unter Beibehaltung deraelben variierten Bewegung bloB jeden 
Zustand derselben einem etwas anderen Zustande der 
unvariierten Bewegung korrespondieren laBt, sieht man 
in der folgenden Weise: Wenn frliher der Zustand B 
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34 !■ § 9- Lagranges Gleich. Zweite Form. [GI. 54. 

der variierten Bewegung dem zur Zeit t gehorigen Zu- 
stande A der unvariierten Beweguog, jetzt dem zur Zeit 
t-i-St gehorigen Zustande A^ der unvariierten Bewegung 
korrespondiert, bo moge dp die friihere, S^p die jetzige 
Variation irgend einer Koordinate p, dagegen dp der Zu- 
■wacha sein, welchen diese Koordinate bei der unvariierten 
Bewegung beim Ubergang vom Zustande A zum Zustande J^, 
also bei der natiirlicben Bewegung wahrend der Zeit St 
erfahrt, so dafi dp = p' St ht Es ist dann S-^^p = Sp — dp, 
und da die Bedingungsgleichungen die dp linear enthalten, 
so mUsaen ihnen aucli die S-^ p geuiigen, wenn ihnen die Up 
genUgen, Denn die dp genUgea ihnen, weil sie eiuer natur- 
lichen, also einer jedenfalls moglichen Bewegung entsprechen. 

§ 9. Zweite Form der Lagran^eschen Gleichungen. 

Wir konnea die Gleichung 49) in eine andere Form 
bringen, wenn wir statt der Terallgemeinerten Geschwindig- 
keiten p' die Momente q einfiihren, wobei wir uns aber auf 
den Fall beschranken wollen, daB die Funktionen F der 
Gleichungen 22) die Zeit nicht explizit enthalten, daU also 
die mit (9 und y bezeichneten Koeffizienten im Auadruck 
fllr T verachwinden (daB die verallgemeinerten Koordinaten 
skleronom sind). Die Eelationen 36), welche uns die i; als 
Funktionen der p' ausdriicken, kijnnen, wenn man die 
Koeffizienten a ale gegeben betracbtet, auch als s lineare 
Gleichungen aufgefaBt werden, aus denen umgekehrt die p' 
als lineare Funktionen der q hestimmt werden konnen. Die 
betreffenden Gleichungen lauten dann ao: 

5*) /, = ^ »..«.- 

Dii) Koeffizienten a sind Funktionen der p, welche wir ver- 
moge der Gleichungen 14), 22), 33) und 35) ieicht berecbnen 
kfiunen, wenn die Massen der materioUeu Punkte und 
die Funktionen F gegeben sind. Daher sind auch die 6 
Funktionen der p, die sicb in bekannter Weise als Quotientea 
zweier die a enthaltender Determinanten daratellen. Die 
Determinante im Nenner ist fiir alle p' gleich, die im Z^hler 
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ist wegen a^^ = aj.,^ ebeufalls Mr 6^^ dieaelbe wie fur ft^^, 
woraus folgt: 

Die Auflosung der linearen Gleichungen 36) nach dea q 
ware nur dann unmOglicb, wenn die Determinante aller a 



56] 



verscliwinden wiirde. Dies kann aber niemals fiir reelle 
Werte eintreten. rist oiimlich gleich ^'^•'•m^x'^, also eine 
Summe von Quadraten mit positiven Koeffizienten. Es kann 
also nur verschwinden, weun alle a;' und daher aach alley 
verschwinden. Das Verschwinden der Determinante 56) ist 
aber die Bedingung, dati die linearen Grleichungen fiir die p, 
welche maa erhalt, wenn man alle q gleich Null setzt, eine 
andere Auflo3ung als das Verschwinden samtlicher p zu- 
lassen. Wtirde also diese Determinante 56) verschwinden, so 
wiirden aus den Gleichuugen 36) immer gewisse Werte der p' 
bestimmbar sein, welche nicht alle verschwinden, filr welche 
aber alle q und daher auch T verschwinden warden, da ja, 
wie man sofort durch Einsetzen der Werte 36) fiir die q sieht, 



57) T-J^J-' 



ist. Die Gfleichuog 57) ergibt sich aach in folgender Weise. 
Wenn f eine homogene Fnnktion n-ten Grades von 2/i i ^^ ■ • ■ y„ 
ist, so hat man bekanntlich: 



'f-S'-^: 



Set/.t man f = T,yf^~ p\, so folgt hieraus sofort die Glei- 
chung 5T), (la T, wenn die Funktionen F die Zeit nicht 
expbzit enthalten, eine homogene quadratische Fanktion 
der / und d Tjdp\ = ^^ ist. In den in 43) und 49) vor- 
kommenden GroBen dTjdp^ ist T durch die Gleichung 33) 



Hosted by 



Google 



36 I- § 9. Lttgraagea Gleich. Zweite Form. [01. 58. 59, 

aJa Funktion voa den p uiid p ausgedriiukt zu denkeu, d. h. 
es sind bei der Diiferentiation alle ubrigen p und alle p' als 
konstant zu betracliten. Wir konnen aber in T die p' yer- 
mSge der Gleichungen 54) als Funktionen der p und j 
ansdrilcken. Dann erhalten wir T als Fnnktion der^ und q 
ausgedriickt. Weil es homogene quadratiache Funktion 
der p' war, diese aber wieder bomogene lineare Funktionen 
der q sind, so wird T auch sis homogene quadratische 
Funktion der q erscbeinen. Es sei etwa: 

Die Koeffizienten o sind naturlich Funktionen der p und 
es ist identisch 0^^ = 05^^. 

Den aus diesem Ausdrucke gebildeten partiellen Diffe- 
rentialquotienten von T nacb p^, wobei also nebst der 
anderen p nicht die p', sondern die q als konstant /u be- 
tracliteo sind, wollen wir mit 

"dPn 
bezeicknen. Wir werden ihn erbalten, wenn wir zuerst T 
als Funktion von p und p' ausdriicken und darin die p' 
vermoge der G-leickungen 54) als Funktionen der p und q 
betrachten. Es ist also: 

' 8p^ 8p^ ^ ^ ep\ dp,. dp^ ^ jy_i% dp,. 

d^'Tjdpi, ist die im urspruuglichen Sinne gebildete 
partielle Ableitung, wo T als Funktion der p und p' zu 
denken und unter Konstantlialtung der p' nur insofern 
nacb p^ zu differenzieren ist, ala diese Grofie in den Ko- 
effizienten a der Formel 35) vorkommt. ^p\I^Pj, ist aber 
aus Formel 54) unter Konstantbaltung der q und alleinigen 
Differentiation der Koeffizienten h nach p,^ zu bilden. 

Bei Bildnng von dTjdp\ ist ee selbstverstandlicb, dafi 
die ubrigen / und die ;; als konstant anzusehen sind, wea- 
halb wir dem d niclit den Index p' imhangtcn. Wie wir 
denAusdruck 59) bildeten, so konnen wir auch den partiellen 
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01.60-62,] I. §9, Lagranges Gleieh. Zweite Form. 37 

Djfferentialijuotieiiten voa T nacli q^ bilden, indem wir zu- 
erst T als Funktion von p und p' ausdrlicken und dann 
die p diirch die Gleiohungen 54) durchj) und q ausdrucken, 
wo dann bei Bildung der dp'jdq die andereii q und die p 
als konstant zu betracbten sind. Es wird also: 

BJ_^]^ "V-^^ 5;i\^ -^ dp',, ^ 

Andererseits folgt aus Gleicbung 58): 

Da dies nach Gleichung 00) gleicb dem durch Gleicbung 54) 
gegebeuen Werte von p\ sein rauB, und die G-escbwindig- 
keiten and daber aiiob die g unabbangig von den Koordi- 
naten aile moglicben Werte haben kftunen, bo miissen in 54) 
und 61) alle Koeffizienten der g gleicb sein; man hat also 
allgemein : 
62) Kk = <^M- 

Die partiellen Differentialqiiotienten der p' koanen wir 
foIgendermaBen eliminieren. Wir denken uns in Glei- 
cbung 57) die p\ vermbge der Gleicbungen 54) als Funk- 
tionen der p und g ausgedriickt und dann nacb p^ diffe- 
renziert, indem wir die iibrigen p und alle q konstant be- 
tracbten. Der Differentialquotient des T, dea wir so linka 
erhalten, ist genau das, was wir scbon in 59) mit O^Tjdp^ 
bezeielmeten; ebenso ist rechts der Differentialquotient des 
p'j^ das, was wir in der rechten Seite voo 59) mit dp\ldp^ 
bezeichneten. Wir erbaltea also, indem wir 57) in der be- 
sprochenen Weise nacb jj^ partiell differeuzieren 

) 'W u te liBsen ea v cder n d esem Ausdrucke dem d im 
Z hler den I d i g anz 1 ge da es w nn wir nach einem der q 
part cU d £f re z ere SPlbst rbt dl ch ist daS wir alle ubrigeii q 
und alle p ab konstant a zuiehen haben 
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Lagranges Gleieh. Zweite Foiin. [Gl. 63-66. 






was mit 59) zusamincngehalten liefert: 

Wenn wir 57} genau in demselben Sinnc, in dem wir es 
soeben uaclj p^ diflercDzierten , nun nacli q^ differenzieren, 
so mtissen wir alle iibrigen q^ nnd alle j)^ konstant lassen 
und die p' durcli die p^ und g^ ausgedruckt denken. Die 
Summe rechts in 57) enthalt offenbar das Glied Q^p\, welches 
nach q^ dift'erenziert liefert 

. , S p'„ 

wahrend in alien anderen Gliedem dieeer Summe das be- 
treffende q als konstant zu betrachten ist. Mit Kucksicht 
hierauf erhalt man aus 57) 



.^-I/. 



■ - 2/.. 



was mit Gleicliung 60) Qbereinstimmt. 

Will man in der von uns gewiihlten Bezeichnungsweise 
ausdrucken, datJ in den Gleichungen 43), 49) und 50) bei 
Bildung der partieilen Differential quo tien ten die p und p' 
als independent zu betrachten sind, so miifite man diese 
Gleichungen so schreiben: 

and 

WUrde man dagegen p und q bei Bildung der partieilen 
Differential quotienten als independent betrachten, so wlirde 
hieraus nach 03) folgen: 
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and 

67) 'j'--e,--y-+'y-K<- 

' lit '^ op,. .^ ' '' 

Naturlich wird man die Indizes des d weglassen, wenn man 
ein fiir allemal ausgemacht hat, welche partielle Differential- 
quotienteu man meint 

Wenn die Krafte eine Kraftfuuktion haben, die nar die 
Koordinaten, eventuell noch die Zeit entMlt, so verwandeJt 
sich die Gleichung 67) in: 



ti8) 



df/^ _ av d.,T 



2^ 



Da aber V die q nicht enthalt, so kann man die Glei- 
chnng 68) auch so schreiben: 

691 ''» +«,!-':+.?)_ ■y,,.„' 

' dt dpb ^^ ' * 

Setzt man nun 
70) S = r + V, 

so ist B die GrfiBe, welche, wenn V die Zeit nicht enthalt, 
wahrend der ganzen Bewegung konatant bleiben muB. Man 
kann dann die Bewegungsgleichungen in der symmetrischen 
Form 

^ dt ~ bj,.' ~dt ~~ 'dpi,' + ^■"'''''' 

schreiben, welche man die Harailtonsche kanonische Form 
derselben nennt. Wenn nebst den Bedingungsgleichnngen 
die einzige GroBe E als Funktion der verallgemeinerten 
Koordinaten, Momente und eventuell der Zeit gegeben ist, 
konnen die Bewegungsgleichungen ohne weiteres hinge- 
echrieben we r den. Falls keine Bedingungsgleichungen 
zwischen den p existieren, nehmen die Gleichungen 71) die 
symraetrische Form an; 



72) 



rfps _ S K d'!^ __ 6., E 
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Setzt man analog 
73) T-V=H, 

BO erhalten die Gieicbungen 64) und 65) eine ahnliche Form, 
n&mlich: 

wobei natttrlich wieder das Glied '\t'/.^%'-^' entfallt, wenn 
zwischen den p keine Bedingungen bestehen. 

§ 10. Ableitnng der Lagrangeschen Gleichungen ohne Hilfe 
der Variationsrechnnng. 

Wir wollen noch zeigen, wie man die Lagfangeschen 
Gleichungen ohne den Umweg iiber die Betrachtung der 
Variationen gewinnen kann, wobei aber natiirlich die generali- 
aierten Koordiuaten jetzt wieder skleronom oder rheonom 
aein kOnnen. Die allgemeinen Gleichungen in rechtwinkligen 
Koordinaten konnen wir Each Gleichung 129) des I. Teiles, 
§ 43 in der Fonn schreiben: 



75) 



tPxt _ 



Wir multiplizieren diese Gleichung mit ^-^, bilden sie 
fiir alle Werte des k und addieren alle so erhaltenen Glei- 
chungen, Setzen wir wie fruher 

80 erhalten wir in dieser Weise mit Riicksicht aul' die 
Gleichungen 44 a) 

76) v*^';^' i--=Pu+ y^i^^ 

■wobei der Summenausdruck rechts verschwindet, wenn die 
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generalisierteu Koordinaten die betreffende Bedingiiug 

identiseh erfiillen. Nun iat identisch: 

7 71 '^'itt dxt _ ^ \ ■ p^t 1 _ ■ _d_ dx^ 

Im zweiten Faktor des letzten Gliedes kann man die Ord- 
nung der Differentiation vertauschen. Denn es ist 

dt a jjft jLj dpkdp,^ ' Sp^dt 



* jL^ dp, ^' 



ex^ 



und 



UPh .^ Sp„ dpi ' Sp^dt 
d Sict _ 



wo bei der letzten partiellen DiiFerentiatina in x\ alle p' 
und alle aaderen;) als konstant, also die Variablen j) und^ 
als independent zu betrachten sind, Bei gleicher Auffassung 
der partiellen Differentialquotienten batten wir nach 34): 



Durch Substitution dieser Werte gebt 77) uber in: 

d^X!ii dXi ^ d I , 6 3!'s^ . Sx\ 

d ¥ e"p7 ~ ^ r * 'd"p\l ~ ^ "= Jp^ ' 
Multipliziert man mit wi^ und summiert iiber aUe Werte 
des k, BO erhalt man, da 



^2 



m^3^k 



^ ^ ''8p\ 



^""'"'dt'' 



-.i dx, 
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Durch Substitution dieses Wcrtes in die Gleichung 76) foigt; 

Wir sind also ohne Variationsbetrachtungen zur G-lei- 
chuQg 49} gelangt, welche die allgemeinste Form der 
Lagraogeschen Bewegungsgleicbungen darstellt. Fiir jede 
Bedingungsgleiehung, welcbe von den generalisierten Ko- 
ordinaten identisch erfiillt wird, verschwinden aiimtliche n. 
Wenn also alle Bedingungsgleichungen von den generalisierten 
Koordinaten identisch erfiillt werden, also zwiachcD den 
letzteren kcine Bedingungsgleichungen mehr bestehen, so 
versohwinden uberhaupt alle %, und cs folgt 

dt ~ dp^ "^ ''' 
was mit Gleichung 43) identisch ist. 

§ 11. Sewegang^sgleichungen in Polarkoordinaten. 

Wir woUen zunachst die Anweudung der gefundenen 
Grleichungen an einigen mijglichst einfach gcwiihlten Bei- 
spielen zeigen. 

Ein einziger materieller Punkt bewege sich in einer 
Ebene, ohne sonst einer Bedingung unterworfen zu sein. 
X, y seien seine rechtwinkligen, r, & seine Polarkoordinaten. 
Letztere wahlen wir ala generalisierte Koordinaten. Wir 
setzen also: 

a. . , dr , „■ d» 

Pi=r, Pa = .V-, pj^^r ^ -^^ , p ^ = ,9- = ^^ ^ ■ 

Da x = rcos>1-, y = r sm& ist, so kann man durch direkte 

Differentiation nach der Zeit die ersten und zweiten Diffe- 

rentialquotienten der Koordinaten nach der Zeit linden: 

dx dr ,, . (, dS- , 

—i-r = —,-r COS (V- — rsin it-^— etc, 
dt dt dt 

Die Substitution dieser Werte in die die rechtwinkligen 
Koordinaten enthaltenden Bewegungsgleichungen (§ 9 Glei- 
chung liS) des I. Teiles} liefert uns ohne weiteres die Form, 
welche die Bewegungsgleichungen nach Einfiihmng der Polar- 
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koordinaten annelimeu. Wir wollen jedocli Lierzu mittels der 
Lagrangeschen Gleichungen gelangen, die uus in diesem 
Falie keineo anderen Nutzeu gt;walireii, als daB sie die 
etwas weitl^ufige Eechnung abkiirzen. 

Wir suchea zuerst nach 82) die generalisierten Krafte. 
r wachse bei konstautem & um Sr, d. h. der Punkt ver- 
schiebe sich um 

78) AB= dr 

in der Eiehtung r. 1st R die in dieser Eicbtung darauf 

wirkende auBere Kraft, so ist — d'^ V= MSr die Arbeit, daber 

- S'J V 

die nach r wirkende generalisierte Kraft. Wacliat dagegen i? 
bei koa^tantem r um dfl-, so erfahrt der Punkt die Ver- 
schiebiing 

79) AC^rd& 

senkrecht zu r in der Kiclituug der waclisenden >9: Ist & 
die Komponente der darauf wirkenden auBeren Kraft in 
dieser Eiehtung, so ist — rT^r ^ 6 .r d' & die Arbeit; daher 

die nach & wirkende generalisierte Kraft, welche keine 
Kraft im gewobnlichen Sinne, sondem ein Moment ist, also 
die Dimension Kraft X Ivange hat. 

Wabrend dt wachst gleichzeitig r um dr und »?■ um di?. 
Das Beweglicbe legt also nach 78) und 79) in der Eiehtung r 
den Weg A B = dr, senkrecht darauf den Weg AC— rd\% 
im ganzen den Weg An = -fAW + AG^ = ^d^+r^'d¥^ 
zuriick. Seine Geschwindigkeit ist 





"(/( 


-yr" + r',y' 


seine lebendige 


Kraft 




80) 


T = 


•:•-(/•+,■•-»■'), 



welche somit als Funktion der p und p' ausgedriickt ist. 
Man erbalt hieraus 
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I. §11. Polarkoordinateii, 

8T_ ^ 8_T_ ^ a-a 8_T^ ^ 

Daher liefern die Gleichungen 43); 



Wollte man den G-leichungen die Form 6 
man T durch die p nnd g auadrucken. 
Aus 80) und 81) folgt: 



Eb sind also die Gleichungen 63) erfilllt. Durch Substitution 
des Wertes von g^ wird 

d,T __ 5p,r 

dr ~ Br ' 
denn die partiellen Differential quo tientcn in 81] sind die- 
jenigen, die wir genauer mit d Tjdr und d^Tld& be- 
zeichnet liaben. Auch die Gleichungen 60) aind erfiillt; 
denn 63 folgt aus 83): 

1^ = A =, r' — = -*^- = .r 



Die GleicliangeD 6tJ) aber nehmen die Form an 

4?i = ji- »■-. i": -<■&. 

dt mr" di ' 

deren Hichtigkeit man leicht verifiziert, deren Nutaen man 
freilich in diesem eiufachen Falle nicht einsieht. 

Ebensowenig bat es in diesem einfachen Falle einen 
Zweck, die G-leichungen in die kanoniache Form zu bringen, 
was wir aber doch bloB zur Erlauterung dea Mechanismua der 
Metbode auafiihren woUen, der naturlich urn so klarer wird, 
je einfacher das Beispiel ist. Seieu A', Y die Komponenten 
der auf den materiellen Punkt in den Koordinatenrichtungen 
wirkenden aufieren Kraft und 
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_ d V{x, y, t) ^ 



b Fix, If, t) 




dx 




dVlrcos&,rsi 


a&,t) 


dr 




5 V [r con a- , T s\ 


nit,i) 



Bezeichnen wir F(rcos &, rsin &, i) kurz mit V{r, &, t], 
so ist 

E=T+r=^+ ^^ + r{r, &, t) 

die Energie, welche ftir skleronome Syateme wahrend der 
ganzen Bewegung konstant bleibt. Deon es ist d T gleich 
der TOn den auBeren Kraften der Masse zugefilhrten Arbeit 



Will man die kaiionische Form herstellen, so hat man 
noch q^ und y, fiir / uod i?' einzufilhren, erhalt also 



^ = Ii + 2i7> + ''('■• *''!' 



und die kanonische E'orm der GleichuDgeQ lautet, da p-^ 
mit r, p^ mit & identiscli ist: 

dr__ d^ d» ^d E dq, ^_ dS dq^ ^ BE 

dt~dq,' dt ~ dq,' dt ~ dr' dt 6 3-' 

Die Gleichungen 74) aber wiirden, wenn man H = T — V 
setzt, lautem 

dq, _ dimr') _ d Hir^ &') 

'dt ^ dt' ~ ~ dr' 

dq^ ^ d(mr!n ^ dH[r' »') 

dt ~ dt ~ da- 

Natiirlicb wiirden alle diese Gleichungen auch fur beliebig 
viele materielle Punkte gelten, die aich £rei in der Ebene 
bewegGM, wenn man Polarkoordinaten einfiihrt. Nur wurde 
dann V die Koordinaten aller Punkte enthalten. 

Bei Transformation raumlioher rechtwinkliger Koordi- 
naten X, y, % in raumliche Polarkoordinaten r, &, ff will ich 
mich kUrzer fassen. Sfi 
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Polarkoordinaten. 



[Gl. 83. 



x = r COS [9- , y = »• sin &■ cos <f , * =: r sin i^ sin ^ . 
Wachst r bei konatantera i^ und ty^ um i-)>, so verschiebt 
sich der Punkt um §r in einer Eichtung, die wir die 
Kichtung von r nennen. Wachst i9- bei konstantem r uud ^ 
um ^i?, so verschiebt sicb der Punkt um rSd' in einer 
Eichtung, die wir kurz die yon & nennen. Wachst end- 
lich <f bei konstantem r und d- um Sif, so verschiebt sich 
der Punkt um vsvad-^tf in einer Eichtung, die wir die 
von if nennen. Die Komponenten der auf den' Punkt wirken- 
den auBeren Kraft in diesen drei Richtungen seien R. & und 
0. Die drei Verschiebungsarbeiten sind Bdr, r0S& und 
r sin r)- . d ff , daher die drei generalisierten Krafte: 

Pj^R, P^^rO, Pg = j-8int'>.0. 
Die drei Komponenten dos wahrend dl auriickgelegten Weges 
in den drei eben besprochenen Richtungen sind dr, rdit; 
rain&.d(p. Daher ist die G each win digkeit 



m^'-m 



und die lebendige Kraft 



d^y 



n^T 



.";-(:r"^+r','h'' + r 



woraus folgt 






und die Gleichungen 43) verwandeln sich nach einigen 
leichten Reduktionen in: 



^ + -.-^ -^^ 



'"'"rfd* ^ rf( (it 
rsin^^ + 2«.sin*VT- 



,/^V 



: R 



i&^e 



di dl ' 



r cos 'l-TT -j-r = 



Alle weiteren Lagrange-Hamiltonschen Gleichungen 
liefern nichts mehr, was iiir dieses Problem von Wichtigkeit 
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ware, und zur bloSen Einubung mag das bei den ebenen 
Polar koordiiiaten Erbrachte geniigen. 

§ 12. UTochmals Drehung eines starren Eorpers um eine 
feste Achse. 

Um an einem Beispiele von der einfachsten Art zu 
zeigen, daB die Lagrangesehen Gleichungen auch ganz 
ohne Beziehung auf irgend ein rechtwinkliges Koordinateii- 
system angeweodet werden kannen, betracliten wir nochmals 
den schon im I. Telle behandelten Fall der Drehang eines 
starren Korpers una eine feste Achae. 

Wenn sicli irgend ein starrer Korper wEihtend einer 
unendiich kleinen Zeit di um irgend eine Achse um einen 
unendlich kleinen Winkel dw dreht, ao beaclireibt ein 
materieller Punkt mit der Masae m^ desselben, der sJch in 
der Entfemung r^ von der Drehungaachae befindet, dabei 
den unendiich kleinen Kreisbogen ds — Tj^dw. Die Ge- 
schwindjgkeit des materiellen Punktes ist daher: 



Die lebendige Kraft deaaelben ist: 



Ebenso iat die lebendige Kraft einea zweiten materiellen 
Punktes des Korpera von der Masse m^, der aicb in der 
Entfemung r^ von der Drehungsachse betindet: 



Die gesamte lebendige Kraft dea Korpers ist daher, wenn 
man deaaen Tragheitsmoment m^r\ + m^r^ + . . . beztiglich 
der Drehungsachae mit K bezeichnet; 

Es soil nun auf das Massenteilchen m^ irgend eine 
Kraft P^ vrirken, Wir legen durch m^ eine Ebene E senk- 
reebt zur Drebungsachse, welcbe diese im Punkte durch- 
schneide, und zerlegen die Kraft P^ in zwei Komponenteu, 
Ton denen die eine D^ die Eichtung der Drehungaaclise hat, 
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also senkrecht zur Ebene E steht, die aadere Q^ in diese 
Bbene fallt, n, sei die von O auf die Richtung Yon Q^ 
gefallte Senkrechte. Da der Weg ds des Massenteilchens 
in die Ebene E fallt, so leistet die Kraft D-^ keine Arbeit, 
Hie gesamte Arbeit der Kraft Pj iat also gleicb: 

Q^ds cos [Oj , rf s) = Oi f"! f^ w cos («, , rj = Q-^n^dw. 

Nun ist aber das Produkt Q^ n^ nicbts anderes ala das, 
was wir im I. Telle, § 29 das Moment der Kraft P^ be- 
ziigiich der Drebungsachse genannt haben. Wir wollen es 
mit JK| bezeichnen. Sei P^ irgend eine andere auf den 
festen Korijer wirkende Kraft, und M^ ihr Moment bezuglicb 
der Drebungsachse, so lindet man ebenso fiir die Arbeit 
dieser zwciten Kraft wahrend der Drehung des Korpers um 
den unendlich kleinen Winkel dw den Wert M^dw etc. 

Die gesamte Ai'beit 3 A aller auf den Kiirper wirkenden 
Krafte ist also, wenn wir jetzt den D r eh ungs winkel mit ^tv 
statt mit dw bezeichnen: 
85) dA = d'w^M=^wD^; 

dabei ist D die Summe der Drebungsmomente aller auBeren 
Krafte am die Drebungsachse, wie im I. Telle, § 55. 

Es bat nun gar keine Schwierigkeit, die schon im 
I. Telle, § 55 auf anderem Wege gewonnene Bewegungs- 
gleichung fur einen festen Korper, der keiner anderen Be- 
wegung als einer Drehung um eine feste Acbae fahig ist, 
nochmals aus den LagrangeschenGleichungen zu gewinnen. 
Der dort mit w bezeicbnete Winkel, um den sich der Korper 
von seiner Aufangslage bis zur Zeit i gedreht hat, ist die 
einzige Variable, durch welehe die Position des Korpers 
bereits eindeutig bestioimt iat. Dies ist also die einzige 
generalisierte Koordinate p. Daher ist p' gleich der WinkeU 
geachwindigkeit ro = dwjdt. 

Die generaliaierte Kraft findet man nach Gleichung 32), 
indem man den Ausdruck 86) durcb Sp = Sw djvidiert. Es 
ist also P ~ D^. Die lebendige Kraft iat nach Formel 84) 
T'=\cq'^K. Daher ist: 

dp 6u' ^ dp da 
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In der GEleichung 43) ist, weii nur eine generalisierte Ko- 
ordinate p vorhanden ist, der Index wegzulassen. Man 
erhalt also 

' dt dp ' 

and nach Substitution der gefundenen Werte 

^-jf- = ".■ 

was mit dem im I. Telle, § 55 Gefundenen ubereinstimmt 
Doch konnen wir nach dieser Methode natiirlicb nicht 
die Krafte finden, welehe auf die Lager wirken. 

Andereraeits konnen wir aber den Satz mit Hilfe der 
LagrangeschenGleiohungen noclibedeutendverallgemeinern. 
Wir denken uns bebebige feste Korper nm beliebige feste 
Achsea drehbar, die durch Zahnrader oderGalscbe Ketten 
(welcbe auch Masse haben konnen) so verbunden slnd, daB 
ihre Winkelgefcchwmdigkeiten m konstantem Verbaitnis 
stehen. Wir konnen daun den Weg p, welchen irgend ein 
Punkt einer Galschen Kftte oder ein nicht in der Ro- 
tationsachse tiegendei Punkt ernes lotierenden Korpers [der 
Antriebspunkt, driving-point] zuriickgelegt hat, als veratl- 
gemeinerte Koordinate wahlen. 

p kehrt dann selbstverstandlich nicht jedeamal zum 
Werte Null zuriick, wenn der Antriebspunkt nach einem 
Oder mehreren Umlaufen wieder an die alte Stelle znriick- 
gekehrt ist, sondern hloB wenn er ebenso viele Umlaufe im 
einen wie im entgegengesetzten Sinne gemacht hat, so daB 
zwar durch den Wert von p die Position des Systems, nicht 
aber durch die letztere der Wert von p eindeutig he- 
stimmt ist. 

Die Geschwindigkeit jedes materiellen Punktes mit der 
Masse m^ des Systems ist dann glelch der Geschwindig- 
keit J)' des Antriebspunktes , multipllziert mit einer Kon- 
stanten a^^, welcbe berechnet werden kann, wenn die Be- 
dingungen des Systems gegeben aind. Die gesamte lebendige 
Kraft des Systems ist also; 
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Wenn der Weg p des Antriebspunlttes urn 3p waclkst, 
so ist die gesamte Arbeit aller anf das System wirkenden 
Krafte gleich 

wobei im letzten Ausdmcke Os der Wert des Koeffizienten a 
fUr den Angriffepunkt irgend einer Kraft, Q^ deren 
Komponente in der Eichtung des Weges a^ Sp des An- 
griffspunktea jener Kraft ist> Die generalisierte Kraft P, 
welche die generalisierte Koordinate^ zu vergrSBem sucht, 
ist also '^OdOfc- Man nennt diese GroBe auch das auf 
den Antriebspankt reduzierte Moment aller Krafte. Die 
Lagrangescbe Gleichung 43] resp, 85a) verwandelt sich 
daher fUr unser System in: 

Da der Koeffizient von d^pjdt^ konstant ist, so tat sie 
wieder genau die Form der Gleichung 13) des I. Teiles, 
welche fiir die Bewegung eines einzigen materiellen Punktes 
in einer geradlinigen oder krummlinigen Bahn gilt 

Diese Form tritt jedesmal anf, wenn die Position samt- 
liche Telle eines Systems durch eine einzige Variable p be- 
stimmt ist und d Tjdp verschwindet, wenn also der Aus- 
druck fur die lebendige Kraft bloB den Differentialqnotienten 
der betreffenden Variablen nach der Zeit enthalt, von dem 
Absolutwert dieser Koordinate selbst aber unabhangig ist 
Dies trifft z. B. bei alien Systemen ein, welche Helmholtz 
Monozykel ohne langsam veranderliche Parameter nennt 
und von denen spater ausfilbrlich die Eede sein wird. 
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II. Allgemeinste Drehung eines starren KSrpers. 

§ 13. Generalisierte Eoordinaten znr BeBtunuimg der Lage 
eines starren nm einen festen Pnnkt drehbaren Korpers. 

Wir gehen nun uber zur Eewegnng eines festen Korpers, 
in welchem ein einziger Punkt fest gehalten wird, wah- 
rend er im iibrigen vollkommen frei ist und auf den von 
auBen beliebige Krafte wirken. Es handelt sich znna,chat 
datum, verallgemeinerte Eoordinaten, d. h. Variable ein- 
zufuhren, durch welche die Lage des festen Korpers im 
Raume zu einer beliebigen Zeit t eindeutig bestimmt wird. 

Zu dieaem Zwecke wahlen wir den fest gehalten en 
Punkt zum UrspruDge zweier versehiedener rechtwinkliger 
Koordinatenaysteme. Die Lage der Achsen OX, O T, O Z 
des einen {des iixen) Koordinatenaystems soil im Raume 
unveranderlich aein. Die Achsen 0|, Otj, Oi; des anderen 
(des beweghchen) Koordinatenaystema soUen ein filr allemal 
fest mit dem Korper verbanden aein, so daB sie bei alien 
Bewegungen des festen Korpers ihre relative Lage gegen 
dieaen nicht verandem, sondern sich einfach mit ihm mit- 
hewegen. 

Die relative Lage der beweglichen Koordinatenachsen 
gegen den Korper kann vorlaufig noch ganz beliebig sein. 
Sp^ter werden wir sie so wahlen, daB die beweglichen Ko- 
ordinatenachsen Haupttragheitaaehsen des featen Korpera 
sind, waa immer moglich ist, da nacb I. Teil, % 59 in jedem 
festen Korper sich mindestens in einer Weise drei anf- 
einander senkrechte Gerade finden lassen, welche Haupt- 
tragheitsachsen sind. 

Beide Koordinatensysteme aoUen kongment [nicht 
Spiegelbilder) sein, also entweder heide franzosische oder 
beide englische (L Teil, § 30). Im ersteren Falle nennen 
wir eine Drehung um eine gerichtete Dreliungsachse positiv 
oder negativ, je nachdem sie fiir ein Auge, das von dorther 
blickt, wohin die Drehungaachse gerichtet ist, im Sinne dea 
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Uhrzeigers oder im entgegengesetzten geschieht. Im letzteren 
Falle nehmen wir das Zeichen einer Drehung verkehrt. 
Iminer ist also die Drehung, durcL welche die positive 
Abszissenachae auf kurzestem Wege in die Lage der posi- 
tiven ^-Achse iibergeht, eine positive Drehung um die posi- 
tive «-Achse. 

Zu irgend einer Zeit ; ist nun die Lage des KSrpers 
im Baume bestimmt durch die relative Lage des beweg- 
Hchen Koordinatensyatema gegen das iixe. Winkel, welche 
diese relative Lage eindeutig beatimmen, werden also auch 
die Lage des festen Korpers im Uaume eindeutig bestimmen. 

Um solche Winkel zu iinden, verfahren wir folgender- 
mafien. Wir bezeichnen eine der beiden Halften, in welche 
die Durchschnittslinie der fixen und beweglichen A" F-Ebene 
durcb den Punkt geteilt wird, mit OR. Fiir den Zeit- 
anfang kann man jede beliebige dieser beiden Halften mit 
OR bezeichnen. Fiir alle anderen Zeiten ist dann dadurch 
bestimmt, welche der beiden Haiften fur OR za wahlen ist, 
da6 die Lage dieser Geraden OR sich kontinuierlich mit 
der Zeit verandem soil; es soil also die Gerade OR niemals 
wahrend einer unendlich kleinen Zeit plotzlich in die ent- 
gegengesetzte Bichtung iiberspringen. 

Die relative Lage derartiger Geraden und Ebenen im 
itaume versinnlicht man sich am besten, wenn man sich 
wie in Fig. 1 die Punkte und groBten Kreise perapektivisch 
zeichnet, in denen aie eine um den Punkt mit dem Radius 
eina gescblagene Kugelflache durchschneiden. Die Durch- 
schnittspunkte soUen denselben Buchstaben erbaiten, mit 
denen die Endpunkte der betreffenden Geraden bezeichnet 
vfurden. 

X RY und ^Rfj sind also die Quadranten der groBten 
Kreise, in welchen der positive Quadrant der tisen resp. 
beweglichen X Y-Ehene unsere Kugel durchschneidet. Der 
Winkel der Geraden OX und OR werde mit A bezeichDet 
und zwar beginne die Zablung dieses Winkels von O X und 
gehe in dem Sinne fort, in dem man auf kurzestem Wege 
Yon der poaitiven X-Achae zur positiven F-Achae gelangt. 
Die ganze Ricbtungsanderung, welche man der Geraden OX 
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in diesem Sinne fort erteiien muB, bis sie in die Lage OR 
ubergeht, sei eben der Winkel A. Bleibt daher OX lix 
und erhalt A eioen positiven Zuwachs, so dreht sich OR 
in poaitivem Sinne um OZ. 

Der Winkel zwiscben der fixen und beweglichen Z-Acbse, 
vuid zwar von der ersteren im positiven Sinne um die 
Achse OR gegen die letzte gezahit, beiBe C, so daB bei 
festem Z und wachsendem die Achse Z sine positive 
Drehung nm OR macht. C ist daher aucb der Winkel der 
beiden -XF-Ebenen, und zwar derjenigen Halbebeneu, in 
welche OR durcb eine kleine 
positive Drehung um O Z resp. 
Of gelangt. 

Da A deren Durchscbnitts- 
linie, G deren Neigung he- 
stimmt, so bestimmen beide ■ 
Winkel A und C die Lage der 
^ );-Ebene relativ gegen das fixe 
Koordinatensystem, also auch 
im Eaume eindeutig, wodurcb 
auch die Lage von 1, eindeutig 
bestimmt ist. Naeb unserer Ubereinkunft Uber die Art der 
Zablung des Winkels G entscheidet der Wert dieses Winkels 
aucb, in welcbem Sinne 0^ zu Ziehen ist. 

Die Lage der beweglichen Koordinatenachsen und da^ 
mit die des festen Kbrpers iat also vollstandig bestimmt, 
wenn nocb der Winkel B der beweglichen Abszissenachse 0^ 
mit der bereits bestimmten Geraden OR gegeben ist, und 
zwar soil dieser Winkel von OR gegen 0| in dem Sinne 
gezahit werden, in dem eine negative Drebung um ^ erfolgt, 
so daB also bei lixem OR die bewegliche Abszissenachse 
und damit der Korper bei wachsendem B eine negative 
Drebung um O^ macbt. 

Wir wollen die Winkel A, B, C so zahlen, daB sie im 
Verlauf der Bewegung des Korpers niemals einen Sprung 
um den Betrag 251 machen. Sie kfinnen also aucb grfiBer 
als 2n, ja auch groBer als bebebige Vielfiiche vou 2n 
werden. Dnreh die Lage des festen Korpers sind daher 
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die Werte dieser Winkel nicht eindeutig beatimmt; ( 

ist umgekehrt durcli den Wert dieser drei Winkei die Lage 

des Korpers eindeutig bestimmt, 

Diese drei Winkel konneu daher als die generaliaierten 
Koordinaten unseres Problems gewahlt werden, und wir 
wollen setzen: 

p^ = A, p^ = B, pg = C. 

Um die Lage dieser Winkel draatisch zu versinnlichen, 
konnen wir una den Korper in einer aogenannten carda- 
nischen Aufhangung denken. Von drei konzentrischen 
Bingen liege der state fix in der a;«-Ebene; der zweite sei 
im ersten um die fixe s>Acbse drehbar und liege angen- 
blicklich in der Ebene ZOB\ der dritte sei im zweiten um 
die Achse B drehbar und liege augenblicklich in der Ebeoe 
RO^. Dieser trage erst den darin um die Achse O^dreh- 
baren Korper, in dem eine gegebene, atarr mit ihm ver- 
bundene zu Of senkrechte Gerade augenblicklich die Lage 
0| babe. 

§ 14. Qeneralisierte Erafte bei der Srehung einea atarren 
Eorpera am einen featen Piuikt. 

Ehe wir an die Aufstellung der Eewegungsgleichungen 
gehen, wollen wir folgende Aufgaben IBsen: 1. Welche Lagen- 
anderung erfahrt der KSrper, wenn B und C konstant bleiben 
und blo6 A einen unendlich kleinen Zuwacbs 3 A erfahrt? 
Dabei bleibt aelbstyerstandlich wie immer die Lage der 
iixen Koordinatenachsen im Raume unveranderlich. Da C 
und B konstant bleiben, so bleibt die Neigung der beweg- 
lichen a;-Achse gegen die fixe konstant und auch der Winkel- 
abatand der heweglichen Abszissenachae von OR. Ea riickt 
nur OR -am 3 A vor, Der ganze Korper dreht sich also, 
da er fix mit dem beweglichen Koordinatensjsteme ver- 
bunden iat, um die Ache Z im positiven Sinne um den 
Winkel 3 A. 

Dieae Drebung kann in zwei Komponenten zerlegt 
werden, eine um eine Achse, die mit der Eichtung, welche 
augenbKcklich der Achae 0^ zukommt, zuaammenf^llt, die 
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andere um die Achse OR^, welche die Durchschnittslinie 
der Ebene der beiden Z-Achseu mit der | jj-Ebene ist. Die- 
selbe steht naturlich senkrecht auf 0| und OR, muB also 
mit Oil denaelben Winkel B bildeo, den 0| mit OR bildet, 
und wir wollen sie in dem Sinne ziehen, daB dieser Winkel 
von Ofj gegen O R^ gezahlt gleich B, nicbt um n davon 
verschieden ist. 

^RjlRi uad R^ZC sind in der Fig. 1 die beiden groBten 
Kreiae, in deneo einerseits die |i;-Ebene, andereraeits die 
Ebene der beiden Z-Achsen die Kugel achneiden. 

Wir wollen noch den Kosinua irgend einea Winkels 
mit dem entaprechenden kleinen lateiniscben, den Sinus mit 
dem entaprechenden kleinen griechischen Bucbstaben be- 
zeichnen, also aetzen: 
86) cos B=b, sin B = /? , cos C = e , sin C = ;- . 

Dann ist cSA die Komponente der Drehung ^"^ um die 
Achse 0^, und ySA die Komponente um die Achae ORy 
Letztere kann wieder in zwei Komponenten um die Achsen 
0§ und Oij zerlegt werden. Da die Achse 0| mit OBy 
den Winkei 90" + B bildet, so sind die beiden letzteren 
Komponenten —^ySA und hySA. Die gesamte Lagen- 
anderung, welche der feste KSrper erfahrt, wenn B und G 
konstant bleiben, dagegen A\ua dA wiichat, kann alao durcb 
drei Drehungen cSA, —^ySA und fij'i? J um die drei be- 
weglichen Koordinatenachsen hervorgerufen gedacht werden. 

2. Nun soil A und G konstant bleiben, dagegen B um 
SB wachaen, Dann macht das bewegliche Koordinaten- 
syatem und daher auch der fix damit verbundene feete 
Korper die Drehung — 55 um die Achae Of. 

3. Wenn endlich A und B konstant bleiben und nur 
C -am SC wachst, so dreht aich der Korper um den Winkel 
^ C um die Achae R, welche Drehung in die beiden Kom- 
ponenten bSG und ^SC um 0| und Oij zerlegt werden 
kann. Wenn wir im folgendeu Ton „Drehungen um die 
Achaen O^, Oij, 0'Q\ oder von „Kraftemomenten oder 
Komponenten einea Vektora beziiglich deraelben" etc. aprechen, 
30 iat das immer ein abgekiirzter Ausdruck, statt zu sagen 
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56 H- § U. Generaliaiette Drehkrafte. [Gl. 87. 

„nm Oder beziiglich soleher Achsen, welche mit den Richtungen 
zusammen fallen, die augenblicklich die Koordinatenachsen 
0|, Orj, Ov haben". Wir kSiinen das Eesultat unserer 
Betrachtungen in der folgenden Tabelle darstellen, wo unter 
jeder Winkelanderung diejenigen Drehungen verzeichnet sind, 
welche zusammen jener Winkelitnderung entsprechen. 



(7) 



"Wir woUen nun zunachat die generalisierten Krafte 
iiuden. Da die Winkel A, B, C die Roile der generalisierten 
Koordinaten spielen, so finden wir die generalisierten Kraite, 
indem wir gleichzeitig A, B, G um S A. 6 B und d^ C wachsen 
lassen und die bei der hierdurch erzeiigten LagenSnderung, 
welche wir die LagenS,nderuQg K nennen wollen, geleistete 
Arbeit ~ 3"r aaf die Form P, <iA + P^S B + P^H C bringen. 
Die Koeffizienten der Variationen der generalisierten Ko- 
ordinaten sind dann die generalisierten Krafte. Da sich 
unendlich kleine Drehungen addieren, so setzt sich die 
Lagenanderung K aus der Summe aller im Schema 87) ver- 
zeichneten Drehungen zusammen, Sie kann daher durch 
drei Drehungen erzeugt gedacht werden, eine Drehang um 
die Achse 0| um den Winkel — I9-/SA i- bSC, eine um 
die Achse Or/ um den Winkel b/^A+^^C, und eine 
Drehung um die Achse O^ um den Winkel oSA — SB. 

Nach Formel 85) ist die Arbeit, welche geleistet wird, 
wenn sich ein fester Korper um irgend eine Achse um einen 
unendlich kleinen Winkel dreht, gleich dem Produkt des 
Drehungswinkels in die Somme der Momente aller auf den 
Kfirper wirkenden Krafte beziiglich jener Achse. Eezeichnen 
wir daher die Summe der Momente aller auf unseren festen 
K5rper wirkenden Krafte bezuglicb der Achsen 0| resp. 
1) und ^ mit D resp. E und F, so finden wir die durch 
die Drehung um 0| geleistete Arbeit, indem wir den be- 
treffenden Drehungswinkel mit D multiplizieren, und das- 
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selbe gilt fiir die Achaen Otj und O^. Da femer die 
gesamte Arbeit, welche bei der Superpositioo mehrerer 
unendlich kleiner Bewegungen geleistet wird, iminer gleich 
der Summe der bei diesen Bewegungen einzeln geleisteten 
Arbeiteii ist, so ist die gesamte mit — i^'' V bezeichnete Arbeit 
gleioh: 

D{-(iySA + b d' C] + W[by fi A + ^ ')' 0) + F(gS A ~ d B) . 
Setzt man den Koeffizienten von dA in diesem Ausdruclfe 
gleich Pj, den von SB gleich P^, den von dC gleich Pj, 
so erhait man: 

88) P^=-^yD + byE + GF, P^ = - F, P^=bD + ^E. 

§ 15. Lebendige Kraft eines starren Eorpers, der sich nm 
einen festen Fimkt dreht. 
Wir vFoUen nun weiter den Wert berechnen, welchen 
die lebendige Kraft T des Korpers zu irgend einer Zeit t 
hat. Wir lassen za diesem Zwecke eine unendlich Heine 
Zeit di vergehen und bezeichnen mit dA, dB und dC die 
wirklichen Zuwachae dieser drei Winkel wUhrend der Zeit dt. 
Das Schema 87) gilt fiir beliebige unendlich kleine Zuwachse 
der Winkel, daher auch fur die Zuwachse dA,dB and dC. 
Die wahrend der Zeit dt eintretende Lagenanderung des 
KSrpers ist also aquivalent drei Drehungen, einer um den 
Winkel 

89) dtp- ^ydA + bdC 

um die Achse 0|, einer zweiten am den Winkel 

90) d-x = hydA-\- ^dC 

vera die Achae Ojj, und einer dritten um den Winkel 

91) d-<!) = cdA- dB 
um die Achse 0^. 

Die durch diese drei Drehungen erzeugte Lagenanderung 
kann man auch durch eine einzige Drebung um den Winkel 

dw = y{d(f.f + {dxf~+'[d^^ 

um eine Achse H ersetzen, deren Winkel mit den drei 
Koordinatenachsen 0|, Ori und Ot, mit [il, |), (£1, i}), 
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{ii, Q bezeichnet werden soUen. Tragen wir die Winkel- 
drehung dw auf die Achsei3 auf, so erhalten wir nach den 
Gesetzen ilber die Zusammenaetzung von Drehungen einen 
Vektor, dessen Projektionen auf die drei Koordinatenachsen 
O^, Orj, O^ gleich d<p, dx und rf-t/) aind. Es ist also: 

92) dff = dw cos [ii^], dx = dwcm{iijj), dip=dwcos{Q^. 
Die Achse £i heifit die augenblickliche Drehungsachse, 

well die ganze Lagenandernng des festen Korpers wahrend 
der Zeit dt durch eine einzige Drehung um dieae Achse 
erzeugt werden kann. Wir bezeiohneten den Quotienten der 
unendlich kieineu Zeit dt in die Winkeldrehung, welche 
wahrend derselben eiiitritt, immer als die Winkelgeacbwindig- 
keit. Es ist also dwjdt = m die Winkelgeschwindigkeit 
jener Drehung um die Achse il, welche die ganze Lagen- 
andernng des Korpera wahrend der Zeit dt hervorbringt. 
Wir nennen aie die Gesamtwinkeigeachwindigkeit oder auch 
die augenblickhche Winkelgeschwindigkeit ; 

nnd 

aber nennen wir ihre Komponenten in den Richtungen 
0|, Oti, Ot,. Bezeichnen wir die letzteren mit A, ft, v, so 
ist also 

93) A = (aco8(i3, 1), fi = miio&{i'i,fi), v = wGOs[Si,^. 
Femer finden wir, wenn wir fiir d(p, dx und dip die 

Werte 89}, 90) und 91} substituieren und wieder J!, B, C 
fiir dAjdt, dBjdt, dCjdi schreiben: 

{ x = ^=^^yA' -\-bO', /* = 4t =hYA + ^C% 

94) '^' ''' 

Nun sahen wir (vergl. Formel 84), dafi die lebendige Kraft 
eines Korpera, dessen geaamte Bewegung in einem be- 
stimmtenZeitmomentesichanfeine bloBe Drehung um irgend 
eine Achse reduziert, gleich dem halben Produkt des Trag- 
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I des Korpers beziiglich dieser Achse in das 
Quadrat der augenblicklichen Winkelgeschwindigkeit des 
Korpers ist. Daher iat die lebendige Kraft unseres Korpers 
T = ^Ko>% wohei E deasen Tragheitsnioment beziiglicli der 
Geraden ii, also der angenblicklichen Drehungsachse ist. 

Es seien |, »?, ^ die Koordinaten irgend eines Massen- 
teilchens m des Kfirpers beziiglich der beweglicheo Ko- 
ordinaten achaen. Femer sei 

wobei die Sunmien uber alle Massenteilchen des Korpers zu 
erstrecken sind. Da die beweglicben Koordinatenachaen 
unveranderlicb mit dem Korper verbnnden sind, so bleiben 
dieae aechs GrSBeD wEhrend der ganzen Bewegung konstant. 
0, S und / sind die Tragheitsmomente des Korpers be- 
ziiglich der drei beweglicben Koordinatenachsen. G, H, J, 
0', H', J' Bind dieaelben GroBen, die wir in § 58 des I. Teilea 
mit a, b, e,d,e,f bezeichnet haben, wShrend die dort mit 
a, ^, Y bezeicbneten Richtungskosinua der Achae, beziiglicb 
welcher daa Tragheitanaoment geaucbt wird, jetzt die Werte 
Xja, fija, vim baben. Das Tragheitsmoment beziiglich der 
Achae i3 ist also nach der dort entwickelten Formel 151) 

woraus dnrch Multiplikation mit \o3^ folgt: 

95) T = \(GX^ + Hix^ + Jv^ - G'lxv-Wlv-rifi. 

Da wir die Lage der beweglichen Koordinatenacksen 
relatir gegen den festenK5rperwaJilen konnen wie wirwoUen, 
so wird es am zweckm^Bigsten sein, dies ao zu tun, daB sie 
HaupttrSgheitsachaeD des featen Kfirpers sind. Da nacb 
§ 59 des L Teiles jeder KSrper mindeatens drei aufeinander 
senkrechte Haupttragheitsachsen hat, ao ist dies immer mog- 
lich, Dann wird G' = S' = J" = 0, daher: 

9fi) ^= ^-^ + ^~i + -^-i- 

91) T=:^{GX^ + Hfi^ + Jv^. 
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Hatte der Korper keine andere Drehuiig, als die mit 
der Winkelgeschwindigkeit X urn die Aciiae O ^, so ware 
T = ^QX^. Ebenso wai-e die lebendige Kraft, wenn nur 
die Drehungen um die Achse tj resp. C vorhanden waren, 
i^H/i^ resp. ^Jv^. Die gesamte lebendige Kraft ist die 
Summe dieser drei lebendigen Krafte, welche den Drehungen 
um 0| resp, Oij und O^ allein entsprechen , wenn dieae 
Koordinatenachsen Haupttrjigheitsaehsen sind, nicht aber in 
alien anderen Fallen, wie iiberhaupt die lebendige Kraft der 
Superposition mehrererBewegungen keineswegs immer gleich 
der Summe der lebendigen Krafte der Einzelbewegung ist. 

§ 16. Die Enlersohen Gleiclinngen. 

Da wir drei veraUgemeinerte Koordinatea haben, so 
haben wir in den Lagrangeschen Gleicbungen 48} zu 
setzen k = i, 2 und 3. Wir wollen zunacbst die Gleicbung 

behandeln, welche wir erhalten, wenn wir h = 2 setzen. Da 
p^ = B ist, so wird : 

6T 

Bei Bildung des partiellen Differentialquotienten sind die 
beiden iibrigen generaliaierten Geschwindigkeiten, also A 
und C, sowie alle Koordinaten A, B, C, dalier auch h, /5, c, y 
ganz wie Konstante anzusehen. Nach den Gleichungen 94) 
enthait von den drei Gr66en '/., fi, v bioB die letzte die 
Grofie B und es iet .— =—1, daher wird: 

^^ = eW = --8V = ^^+^>'''^''- 

Bei der Differentiation nach p^= B mu6 A, G, A!, B, C, 
daher auch e und 7 konstaut betrachtet werden. Es folgt, 
wenn man sich der Bedeutung von 6 und § erinnert, aus 
den Gleichungen 94) 
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daher: 

dT^_d^ dT jdT 

dp,~ dB " ^ 81 ^ dy.' 

Die Substitution dieser Werte und des Wertes von P^ 
aua den Gleichungen 88) in Gleichung 98) liefert: 

Die beiden anderen Bewegungsgleichungen kSnnten wir 
ableiten, indem wir in den Lagrangeschen Oleichungen 
k = I und A = 3 setzen. Wir gelangen jedoch durch eine 
andere Betrachtungaweise rascher zuni Ziele. Es wurden 
zwar die Winkel A, B, G, welcbe beziiglich der Koordinaten- 
acbsen eine unsymmetriaclie Lage haben, ztir Ableitung der 
Gleichung 99) benutzt, sie kommen jedoch in der Gleichung 
selbst gar nicbt mehr Tor. Dieselbe euthalt vielmehr bloB 
GroBen, welche sicb bei zykliscber Vertauschung der Ko- 
ordinatenachsen selbst zyklisch vertauschen. 

Genao so wie wir die Gleichung 99) ableiteten, hatte 
man eine andere Gleichung ableiten konnen, indem man 
den Winkel der beiden Abszissenachsen mit C, die Winkel 
der y- reap. »/-Achae mit der Durchschnittslinie der beiden 
y«-Ebenen mit A reap. B bezeichnet hMte. Dann batte 
man dieselbe Gleichung erhalten ; nur waren darin die 
GroBen /., ft, v, ferner die GroBen D, E, F und ebenso 
Q, H, J untereinander zyklisch Yertauscht. Es werden also 
jedenfalls auch noch die beiden durch zyklische Vertauschung 
aus 99) folgenden Gleichungen 

100) M-el]-'J^->'-fV^" 

richtig sein mtlseen. Hierbei iat nacb 95) 

( 4^= ai-j'u-H'v 
\ ok '^ 

101) |.J = _ /■ i + 7/^ - G' r 
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daher: 

102) v^ - fi^ ^ !i.v{H-J)+&{fi^-v^+n' k/i-J' Iv. 

Wahlt man die beweglichen Koordinatenachsen so, daB 
sie Haupttragheitsachsen des festen KSrpers sind, was man 
natUrlich immer tun wird, wenn nicht ganz spezielle Gfriinde 
dagegen sprechen, bo wird (?' = iT = /' = 0, daher 

103) 4^=S», i-'- = Hi,, i--=Jv, 

' 8/. ' d (i '^ av ' 

und die G-leichungen 99) und 100) verwandeln sich'in: 

( a^ = [H-.r],.v + D 

^"^^ I BfJ^-(J -a]i.v+ E 

Dieae Gleichungen heiBen die Eulerachen Gleiciiungen. 
Sie bestimmen zunachst X, ft, v ala Funktionen der Zeit und 
man hat dann noch A, B und C durch Integration der 
Gleichungen 94) ala Funktionen der Zeit zu berecluien, wo- 
durch erst die Bestimmung der Bewegung des Kfirpera, d. h. 
seiner Lage zu jeder Zeit gelungen ist, eine Aufgabe, die 
freilich h^ufig dadurch erschwert wird, daB man die Mo- 
mente D, E, F der Kr^fte erst berechnen kann, wenn man 
die Bewegung des Korpers im Kaume aelbst schon kennt. 

§ IT. Behandlnng dreier einfacher Spezlal^le. 

Ana den Gleichungen 104) ist sofort folgendes er- 
sichtlich: 

1. Wenn die drei HaupttrEgheitamomente G, E uad J 
verschieden sind, und keine auBeren Krafte wirken, also 
D = E = F=0 ist, so kSnnen die Gleichungen 

dX dfi ^^ dr _ ,, 

'dj ~ ~dJ ~ di " 
nur dann bestehen, d. h. die Rotationsachse kann ihre Lage 
gegen den Korper nur dann unverandert beibehalten, wenn 
entweder ^ = * = oder X = v = oder ^ = jW = ist, 
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d. h. wenn die Drehnng um eine der drei HaupttrSglieits- 
acbsen stattfindet. E3 stimmt dies mit dem im I. Teile, 
§ 60 gefundenen Kesultate liberein, daB, wenn eiu KSrper 
um eine unveranderliche Achse rotiert, die nicht Haupt- 
tragheitsachae ist, atets Krafte auf diese Achse wirten 



2. Wenn alle drei Haupttragheitemomente gleich sind, 
so werden die Gleichungen ,104) voneinander unabhan^g 
und jede derselben stimmt mit der Gleichung iiberein, 
welche wir fur die Drehung am eine feste Achae erhalten 
haben. Es wird also dann die Drehung um eine der Ko- 
ordinatenachsen durch die Drehung um die beiden anderen 
Koordinatenachsen nicht beeinfluBt (ala nur dadurch, daB 
durch jene anderen Drehungen etwa die Momente der Krafte 
bezliglich der ersten Koordinatenachae geandert werden). 

Die Drehung um jede der Koordinatenachsen geachieht 
also genau so, als ob der Korper nur um dieae Achae 
drehbar ware and in jedem Zeitmomente das gleiche 
Drehungsmoment um dieeelbe drehend wirken wiirde. Wenn 
z. B. keine auBeren Krafte wirken, so geschieht die Drehung 
um jede der Koordinatenachsen mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit. 

3, Es sollen zwei Hanpttragheitsmomente untereinander 
gleich, z. B. C = H, daa dritte aber davon verschieden aeiu 
und keine auBereu Krafte auf den Korper wirken, also 
D = E = F= sein. Dana folgt aua der letzten der 
Gleichungen 104) v = konst. ; die beiden anderen aber ver- 
wandeln sich, wenn man aetzt 

105) ^-^v = h 

in 

dX , du . ^ 

wOTsas man ohne Schwierigkeit findet: 

106) X = icos[A(( + t)], ^ = *sin[A(( + r)]. 
* und T sind die beiden Integrationskonstanten. 

Wir wollen nun die geometriache Bedeutung der GroBen 
QX, Hji und Jv aufsuchen und zwar nicht bloB in diesem 
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speziellen, sonderD im gauz allgemeinen ia dieBem Abschnitte 
behandelten Falle. Irgeiid ein Massenteilchen m des festen 
Korpers befiDde sich zur Zeit * im Punkte A des Raumes 
und gelange infolge der DrehungJldi nacb B. Die Projek- 
tioneu dieser beiden Punkte auf eine fixe Ebene, welche znr 
Zeit t mit der jji^-Ebene zusammenfallt, seien A' und ^. 
Dana ist A B = OA'.k.dt. Die doppelte Flilche des Dreiecka 
OA' ff aber iat OA'^.k.dt. Daher ist das, was wir in § 31 
des I. Teiles das Flachenmoment der Masse m bezilglicb der 
Achse Oi genannt haben, gleich m. OA'^.'A, und die Summe 
der Fiacheomomente aller Massenteilcben dea Korpers be- 
zilglicb der Achse 0| ist X.'^mOA'^ = QX. Man sieht 
leicbt, daB durch die Drehungen /trft und vdl jedes dieaer 
Fia«henniomente nur um ein en verschwindendeu Betrag 
geandert wird. Ebenso sind H/i und Jv die Summen der 
Flacbenmomente ailer Massenteilchen des Korpers beziiglicb 
der Acbsen Oi; und Oi|. 

Diesen drei GroBen sind (ebenfalls nacb dem in § 31 
des I. Teiles Auseinandergesetzten) zur Zeit i die Kosinus 
der drei Winkel proportional, welcbe diejenige Acbse mit 
den drei Koordinatenachsen bildet, bezfigiicb welcher die 
Summe der Flachenmomente aller Massenteilchen des 
Korpers ein Maximum ist. 

Nun kehren wir zu dem jetat behandelten speziellen Falle 
zuriick. Da keine S.u6eren Krafte wirken, ist die Lage dieser 
Achse unveranderlich im Raume [vergl. wieder § 31 dea 
I. Teiles). Wir wollen diejenige Haifte derselben, um welche 
die Drehung im positiven Sinne geschieht, als die positive 
2-Achse wahlen. Dann ist also- der Kosinus und Sinus 
des Winkes der beiden s^Achsen: 



Dieae Ausdriicke, daher auch der Winkel der beiden *- Acbsen, 
sind konstant. 

Es soil nun die positive Of-Achse in dem Sinne gezogen 
werden, daB n poaitiv ist. Die Lage, welche die Ach se der 
zu V senkrecbten Winkelgeachwindigkeit ^k^ + ^* = * za 
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Anfang der Zeit hat, wahlen wir als 0|- Achse und Ziehen 
sie wieder in dem Sinne, da6 die Drehung des Korpers am 
die positive 0|^-Aebse zu Anfang der Zeit im positiven 
Sinne geschieht. Dann ist fur i — 0, /t = und X positiv, 
daher in den Gleichungen 106) r = und i poaitiv. Da 
auch die Drehung um Z im positiven Sinne gesohieht, so 
liegt zu Anfang, und daher immer G zwischen 0" und 90" 
und es ist in den Gleichungen 107) die Wurzel mit poai- 
tivem Zeichen zu nehmen. 

Die Gleichungen 94) Uefern femer: 

IX = icos(fei) = — Sy-j-r< /ji = iBm(ht) = by-—, 
di at 

V = konst. : 



dA dB 
" dt df ' 



Aus den beiden ersten dieaer Gleichungen folgt 

WO die oberen oder unteren Zeichen zusammengehSren. 
Ana der letzten der Gleichungen 108) folgt 

oder, wenn man die Werte a und y aua 107) aubstituiert: 

Damit dies mit 105) stimrat, mUssen die oberen Zeichen 
gewahlt werden, und man hat: 

B = A(-90», A = -t + J„ = - ^' *'+ —-- t + A„. 
If " a 

Die invariable Achse OZ liegt anfangs in der ^^-Ebene 
zwischen der poaitiven ^- und positiyen J-Achae, da die 
Komponente der Drehung um alle diese drei Achsen fiir 
t = positiv ist; daher fallt OR mit der negati^en 0»;-Achae 
zusammen, da nra OR die Drehung von -\-0Z gegen +0i;, 
also in unserem Falle auch von + 0^ gegen + ^ eine 
positive sein soil; denn bei einer positiven Drehung um OB 
muB C wachsen. Legen wir die F-Achse in die Richtung, 
die anfangs Oj; hat, also die OZ'-Achse in die i 

BDltimann, Mechwik II. 
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Ebene der beiden ^i-Achsen und zwar in die Halbebene. die 
0^ enthalt, so ist auch A^ = - 90'*. 

C beschreibt eine Kegelflacbe urn die Achse Z, 
wobei sich die Ebene der beiden a-Achsen mit der Winkel- 
geschwindigkeit A' = ijy um die i-Acbse drebt, was einer 
Drehung des Kfirpers um 0^ mit der WiBkelgeschwindig- 
keit V und gleicbzeitig um eine in der Ebeue der 3>Aclisen 
auf 0£ senkrecbte Acbse mit der Winkelgescbwindigkeit » 
entapricht. Die augenblickliclie Drehungsachse il, um welcbe 
sich der Korper mit der ebenfalla konatanten Winkel- 
geschwindigkeit yv^ + P dreht, liegt aucb in der Ebene 
der beiden ^-Achsen, und zwar zwiachen OZ und O^, 
wenn (? > J, sonst auf der anderen Seite vou Z, da 
tg{Z,C)=GilJv, tg[Si,S)=^ilv ist 

§ 18. Alg:ebraisoIie Losnng der Aufgabe im Falle des 
Fehlens auJlerer Krafte. 

Wir gehen nun ilber zur Betracbtung des Falles, wo 
das Tragheitsellipsoid ein dreiachsiges Ellipsoid ist und 
keine auBeren Krafte wirken, also D = E = F= ist, so 
daB die Gleichungen 104) folgende Form annehmen: 



109) 



Multipliziert man von dieaen Gleichungen die erste mit A, 
die zweite mit fi, die dritte mit v, und addiert alle drei, 
so erhalt man: 

J- ( Ol-' + Bii' + Jy' \ ^ . 

dt[ 2 I ■ 

Bezeichnet man daber den konstanten Wert des ein- 
gekiammerten Ausdruckes mit ^ k'^, so folgt 
1 10) GX^ + H/i^ + Jv^ = k^, 

was nichts anderes als die 01eichung der lebendigen Kraft 



< 


= {H- 


-J)lt, 


-4^ 


-[J- 


-0)1. 


-4f 


= (0- 


E)lp- 
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ist, da die linke Seite dieser Gleiclmng die doppelte 
lebendige Kraft des Korpers darstellt 

Multjpliziert man von den Gleichungen 109) die erste 
mit Gi., die zweite mit ir,w, die dritte mitJv, und addiert 
wieder, so folgt in clerselben Weise 
111) G» l^ + HV^ + J^ v^ = h\ 

wobei h eine zweite lutegrationskonstante darstellt. Da 
G f^ Hfi und Jv die Fiachenmomente der gesamten Masse 
des Korpers bezuglich der Achsen 0|, Oij und O'Q sind 
(vergl. § n, Pankt 3], so ist h daa niaxiraale Flachenmoment 
des KiJrpers, aiso dessen Flachenmomeut bezuglich der in- 
varialieln Achae K (vergl. I. Teil, § 31), deren Winkel mit 
den beweglichen Koordinatenachsen durch die Gleichungen 

C08(^, |)=:|-G;1, cos [K,ri)=^Bii., 

COB(K,0 = \jv 

aind. Ziehen wir sie immer in dem Sinne, daB 
das Flaehenmoment dea KSrpers bezUglicb derselben positiy 
i3t, so baben wir k mit positiven Vorzeichen zu wahlen, und 
die Kosinua der Formel 112) baben dasselbe Vorzeichen 
wie k reap, /i und v. 

Die invariable Achse K behalt wahrend der ganaen 
Bewegung ihre Lage im Eaume unveranderlich bei. Dagegen 
sind die Kosinus 112) veranderlieh, da die Achsen 0|, Or/, 
O^ sicli mit dem Korper mitbewegen und daher ihre Lage 
im Raume fortwahrend andern. 

Durch Elimination vou v resp. von /i aus den Glei- 
chungen 110) und 111) erhalten wir ft resp. v durch I aua- 
gedriickt. Substituieren wir die betreffenden Werte von f/, 
und V in die erste der Gleichungen 109), so erhalten wir: 

113) dt=-=.-.^=£mMi - 

Es werden also die GrSSen I, ft, v im allgemeinen durch 
elliptische Fnnktioaen der Zeit dargestellt. 

Den speziellen Fall, wo zwei Haupttragheitsmomente 
einander gleich sind, wo sich also die Funktionen auf trigono- 
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metrische reduzieren, haben wir schon erscli5pfeiid imvorigen 
Paragrapheii behandelt. Die elliptischen Funktiouen redu- 
zieren sich auch auf trigonometrische fUr h — kyH, weuii 
also der Abstand der im nachsten Paragraphen zu be- 
achreibenden Ebeue T vom Mittelpunkte des Tragbeits- 
ellipaoides gleich der mittleren Halbaclise desselben iat. 

Wie im allgemeiiien Falle die Integrale von der obigen 
Form auf die sogenannte Normalform zu bringen und in 
einfachster Weiae durch spezielle elliptiBche Funktionen 
auszudrucken sind, wird in den Lehrbllcliern fur diese 
Funktionen ausfuhrlicb gelehrt. Icb will darauf um so 
weniger eingeben, als eine einheitliche Bezeichnung der 
elliptiachen Funktionen noch nicbt eingefuhrt ist. Ich will 
Tielmebr zur Entwickelung einer von Poinsot begriindeten 
Tbeorie iibergeben, welche uns gestattet, una von der Art 
der Bewegung des in Rede stehenden Korpers ein anscbau- 
lichea Bild zu macben. 

§ 19. Polnsota ifeometrlBChe KonBtmktion. 

Weder die Achsen 1, Oij, Ot. nocb das zum Punkte O 
gebiirige Tragheitsellipsoid des festen Korpers verandern 
ibre Lage relativ gegen den Korper. Ea genugt daber, 
aich von der Bewegung des Tragheitsellipsoides im Raume 
ein auschaulicbes Bild zu macben. Die Gleichimg dea- 
selben ist entsprecbend den Gleicbungen 152] und 153) des 
I. Teiles, § 58 

114) e'|2 + H);^ + /^= 1, 

wobei |, »;, t, die Koordinaten irgend eines Punktes dea als 
Flacbe zu denkeuden Tragbeitaellipsoidea bezliglicb der be- 
weglicheu Koordinatenachsen aind. 

Die augenblickliche Drebungaachae i3 bildet mit den 
Koordinatenacbsen Winkel, deren Koainus nacb den Glei- 
chungen 93) gleich X\a>, njia, vja aind. Bezeichnen wir 
mit ii' den Punkt, wo dieselbe die Flacbe des Tragbeits- 
ellipaoides durcbsticbt, ao iat Q' derjenige Halbmesaer dea 
Tragheitsellipsoides , welcher die Eicbtung der augenblick- 
licben Drehungaacbse bat Ist p desaen Lange, so sind 
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115) f = 4, , = if, £--S^ 

die Koordinaten seines Endpunktes Q'. Da dieser Punkt 
auf dem Tragheitsellipsoide liegt, so erfUllen diese Werte die 
G-leichungei) 1J4). Es ist also: 

woraus folgt: 

116) <iy = ki}, 

11^) ^=1' '/='• ^=-1- 

Die augenblickliche Winkelgeschwindigkeit w ist also 
in jedem Momente proportional der Laage desjeiiigen Halb- 
measers des Tragheitsellipeoides, welcher die Bichtung der 
augenblicklichen Drehungsachse hat. 

Wir wolien noch im Punkte £i' eine Tangentialebene T 
an das Tragheitsellipsoid legen. Die von auf die Ebene T 
gefallte Normale habe die Lange p und bilde mit den Ko- 
ordinatenachsen die Winkel (p, D, (p, fj), [p, f). 

Wir machen nun von folgendem bekannten Satze der 
analytischen Geometrie Gebraocli. Waldt man die Achsen 
eines beliebigen EUipsoides, dessen Halbachsen a, h, c sind, 
als Koordinaten achsen, zieht vom Mittelpunkte des EUipsoides 
auf die im Punkte mit den Koordinaten |, r;, i; an daaselbe 
errichtete Tangentialebene eine Senkrechte, so hat diese die 
LlLnge 

1 



und bildet mit den Koordinatenachsen Winkel, dereu Kosinus 

cos {p, I) = ^^ , cos [p, v) = ■ .- '' 

sind. In unserem Falle sind die Halbachsen: 
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Da fl' der Bertihrungspunkt ist, so siiid auch fiir |, »;, ^ 
die Werte 117) einzuaetzen, und es wird: 



118) 



I p = I , 003 (p, I) = -^ , cos (p, »?) = ~^- , 
COS(p, ^} = -r-- 



Die erste Formel ;;eigt, daB die Laogep der von O auf die 
Tangent ialebene T gefallten Senkrechten im Verianfe der 
Bewegung der K6rper konstant bleibt, die drei iibrigen, daB 
aucb die Ricbtung dieaer Senkrecbten ini Raume, daher 
auch relativ gegen die fixen Koordinatenacbsen unverander- 
lich bleibt. Denn diese Senkrechte hat die Richtung der 
invariablen Achse, da ja die fiir cos[p, |), cos(p, t?) und 
ci33(j>, Q gefundenen Werte mit denen identiscb aind, die 
wir fiir die Kosinus der Winkel faiiden, welche die invariable 
Achee mit den beweglichen Koordinatenacbsen bildet 

Wenn wir daher in der Ricbtung der invariabien Achse 
nach der Seite hin, um welche das maximale Flachen- 
moment mit positivem Zeicben erscbeint, vom Punkte O aus 
die Strecke kjh auftragen und durch ibren Endpunkt eine 
zur inyariableu Achse senkrecbte Ebene T legen, so wird 
diese Ebene wabrend der ganzen Bewegung dea Korpers 
vom Tragheitsellipsoid berobrt. 

Wir berufen uns ferner auf folgenden allgemeinen 
phoronomischen Satz. Es seien uns zwei beliebige bewegte 
Korper gegeben, die sich in einem Momente in einem Punkte 
beriibren, an dem die Oberfiache keines der beiden Korper 
eine Kante oder Spitze hat. Es sind drei Faile moglich: 
1. In der Relativbewegung des zweiten Korpers gegen den 
ersten Kiirper ist die Komponente der Geschwindigkeit des- 
jenigen Punktes P des zweiten Korpers, in dem dieser den 
ersten beriihrt, normal zur Eeruhrungsebene toq Null ver- 
schieden. Sie mu6, da wir die Gestalt der KSrper als 
unveranderlich voraussetzen, in bezug auf den ersten Korper 
nach aufien gericbtet sein, die beiden Korper trennen sich 
(wenigstens an dieser Stelle). Diese Geschwindigkeit muB 
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sich zTideni unmittelbar vorher diakontinuierlich mit der Zeit 
geandert haben, da aonat der Puokt P dea zweiten Kfirpers 
aua dem Innero des ersten herauskommen mUBte. 2. Diese 
Normalkomponente ist Null, aber der Punkt P hat relatiY 
gegen den ersten Kftrper eine von Null verschiedene Ge- 
schwindigkeitskomponente, deren Richtung in die gemeinsame 
Tangentialebene fallt; dann sagt man, die KiJrper gleiten 
an dieser Stelle aneinander. 3. Auch die Tangentialkompo- 
nente der Geschwindigkeit des Punktes P der relati^en 
Bewegung des zweiten Korpera gegen den eraten Korper ist 
NuU, so daB dessen Weg bei dieaer Relativbewegiing wahrend 
einer unendlich kleinen Zeit dt klein hfiherer Ordnung als 
lit ist, also durch dt dividiert mit abnehmendem dt der 
Grenze NuU zueilt; dann sagt man, die KSrper rollen auf- 
einander. 

Die folgende ist eine allgemeinere Definition deaRoUena, 
von welcher die soeben gegebene ein Spezialfall ist und 
welehe aucb den Fall einschlieBt, daB mebrere Beriihrungs- 
punkte vorhanden aind, die auch in Kanten oder Spitzen 
der Oberflachen liegen konnen; nur achlieBen wir den Fall 
aus, dafi auf eine endliche Strecke unendlicb viele Kanten 
oder Spitzen fallen. „ZwiBcheD den Zeiten ( und t + dl 
tindet ein Rollen zweier fester KBrper aufeinander statt, 
wenn eine oder mehrere Stellen vorhanden sind, wo die 
Oberflachen beider KiJrper zur Zeit ( die Eotfernung Nuil 
batten, und wenn an alien diesen Stellen je zwei Punkte des 
einen und anderen Korpers, welcbe zur Zeit ( die Entfernung 
Null hatten, auch zur Zeit t -^ dt eine Entfernung haben, 
die unendlich klein hSherer Ordnung als dt ist." 

Das Tragheits ellipsoid beruhrt die Ebene 7" nur in einem 
Punkte, und zwar hat der Punkt des Tragheitsellipsoidee, 
in welchem dieses die Ebene T beruhrt, weder eine normale 
noch tangentiale Geachwindigkeit, da er in der augenblick- 
lichen Drehungsachse liegt, deren aamtliche Punkte momentan 
ruhen (wahrend dt nur Wege zuriicklegen, die unendlich 
klein hSherer Ordnung als dt aind). Daa Tragheitsellipsoid 
rollt alao auf der f eaten Ebene T, wodurch seine Be- 
wegung vollstandig bestimmt ist. 
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§ 20. Poloide, Serpoloide. 

Die Bahn des festea Kfiirpers, d. h. der Inbegriff der snk- 
zeasivon Lagen, die er im Verlaufe der Zeit annimmt^ sowie auch 
der sukzesaiven Lagen der augenblicklichen Drehungaaclise 
ist durcli die Grestalt und GroBe de8 TragheitaelUpsoidea und 
den Wert des Verhaltnisses kjh vollatandig beatimmt Die 
Winkelgeacbwindigkeit der Drebung ist gleich dem mit k 
multiplizierteu Halbmesaer y des Tragbeitsellipsoides, deasen 
Endpunkt in der Ebene T liegt. Dm daher die Gescbwindig- 
keit des KSrpers in aeiner Bahn beatimmen zu konnen, muB 
man k und h separat kennen. Die Punkte, in denen nacb- 
einander die Beriibrung dea Tragbeitsellipaoides und der 
Ebene T stattfindet, bilden aowobl auf dem EHipsoide als 
auch aaf der Ebene eine kontinuierliche Kurre. Die erstere 
Kurve belBt die Poloide, die letztere die Serpoloide. Die 
Poloide hat eine iemniakatenartige G-estalt und besteht aus 
einem zuaammenhangendeii Zuge oder aua zwei abgeaon- 
derten Teilen. Die Serpoloide ist eine sternartige ge- 
sohlossene oder ungeschlosaene Kurve, abnlicb den in den 
Figg. 10, 11 etc. des I. Teiles, § 22 dargeatellten Bahnen 
bei der Zentralbewegung. 

Die Poloide iat der geometriscbe Ort aller Durch- 
schnittpunkte der augenblicklichen Drehungsachse mit der 
Oberflacbe des Tragbeitsellipsoidea. Bezeichnen wir wie im 
vorigen Paragraph mit |, »?, ^ die Koordinaten eines dieaer 
Punkte (dea Punktea ii'], so folgt aua den Gleichungen 111) 
und 117): 

e^^ + H^ri^ + J'C^^^. 

Der Puukt £i' liegt alao aucb nocb auf dem durcb 
diese Gleiebung dargestelltea EUipsoide, doaaen Halbachaen 
der Bichtung nach mit denen des Tragheitaellipsoidea zu- 
sammenfallen, aber die Langen haben: 
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Das letztere Ellipsoid ist also gestreckter, d. h, es weicht 
von der Kugelgestalt starker ab als das Tragheitsellipsoid. 

Die DurchschDittslinie der beiden Ellipsoide ist die 
Poloide. Es mogen beide Ellipsoide dreiachsig aein 
uiid zwar sei O <, H < J, so dafi also ziir Achse 1 die 
groBte Halbaehse beider Ellipsoide vind das kleinste Trag- 
heitsmoment des Eorpers gehort Dieser soil nun unver- 
andert bleiben und wir studieren verschiedene Bewegungen 
desselben, wobei die Aiifangslage der augenblicklichen 
Drehungsachse, also das Verhaltnisfe//c wecbseia soil, welcbes 
ja von den Anfangageschwindigkeiten der Teilcben des Kor- 
pers abbangt. Dann bleibt also das Tragheitsellipsoid un- 
verandert und auch das zweite Ellipsoid bleibt ahnlicb zu 
sicb selbst und andert nur seine absolute GrftBe. 

Solange hjk < ]/(? ist, sind alle drei Halbachsen des- 
selben kleiner ala die des Tragheitsellipsoides ; es liegt also 
das zweite Ellipsoid ganz innerbalb des Tragheitsellipsoides 
ond die betreffenden Werte der Konstanten entsprechen 
keiner moglichen Bewegung. Wird hjk — '\/0, so beriihren 
sich beide Ellipsoide an den beiden Polen der groBen 
Achse, Der Korper dreht sich also mit konstanter Winkel- 
geschwindigkeit urn die Achse des kleinsten Tragheits- 
momeutes. Ist hjk ein wenig grSBer, so beginnen sich beide 
Ellipsoide ein wenig zu schneiden und zwar anfangs in zwei 
ganz kleinen, die beiden genannten Pole umgebenden Kurven. 
Die augenblickliche Drebungsachse bleibt also immer ganz 
nahe der Achse des kleinsten Tragheitsmomentes. Mit 
wachaendem Werte von hjk wachst auch das zweite Ellipsoid. 
Die beiden Schnittkurven entfernen aich immer mehr von 
den beiden Polen der groBten Achse und vereinigen sich 
endlich zu einer einzigen Kurve, welche sich an zwei mit 
den Polen der mittleren Achse des Tragheitsellipsoides zu- 
sammenfallenden Punkten selbst durchschneidet und in der 
Form der sich selbst durchschneidenden Lemniskate ahuelt. 
Die Drehung kann zwar auch mit konstanter Winkel- 
gescbwindigkeit um eine Achse statttinden, welche die Rich- 
tung der mittleren Halbachse des Tragheitsellipsoides hat, 
aber die augenblickliche Drebungsachse kann sich nicht ia 



Hosted by 



Google 



74 n. § 20. Poloide, Serpoloide. [Gl. 118. 

einem Kegel bewegen, deasen Seite immer einen sehr kleinen 
Winkel mit der Richtung der mittleren Halbachse dee 
Traglieitaellipsoides einacliliefit. 

Wachst kjk noch mehr, so zerlaJlt die lemniskftten- 
artige Kurve wieder in zwei getrennte Halften, welche abei" 
jetzt die beiden Pole der kleinsten Achee des Tragheits- 
ellipsoides umgeben nnd sicb immer mehr nach die sen 
zuriickziehen, bis fiir hjk = y/ die Beruhrung nur mehr in 
diesen stattlindet, der KSrper also um die Achse seines 
groBten Tragbeitsmomentes rotiert. Ein ein wenig kleinerer 
Wert son hjk entspricht eiuer Bewegung dea Kiirpers, wo- 
bei die augenblickliche Drehungaachse immer sehr nabe der 
Achse des grSBten Tragbeitsmomentes liegt. GrBBeren 
Werten entspricht keine mogliche Bewegung mehr. 

Apparate zur Versinnlichung der geometriachen Dar- 
atellung der Bewegung eines frei um einen Punkt dreh- 
baren Korpers haben Ma ch , Obermayer^) und andere 
konstruiert. 

Die eine Halfte des Tragheitsellipsoides ist aus Holz, 
Gips Oder Metall modelliert und mittels eines Kugelgelenkes, 
das sicb im Mittelpunkt des EUipsoides beiindet, nach alien 
Eicbtungen frei drehbar. Das Kugelgelenk wird durch 
folgende Vorrichtung getragen. 

An einem horizontalen Brette, das die oben beeprochene 
Ebene T darstellt, ist eine yertikal nach aufwarts gehende 
Stauge befestigt, welche einen horizontalen Querstab tr^gt. 
Dieser Stab tragt dann nochmals boher oder tiefer steUbar 
eine kiirzere yertikal nach abwarts gerichtete Stange, an 
deren unterem Ende das Kugelgelenk angebracht ist; man 
steUt nun die letztere Stange bald tiefer, bald weniger tief, 
jedoch immer so, daB das Ellipsoid das Brett berilhrt und 
kann bei jeder Einstellung der Stange vermoge des Kugel- 
gelenkes das Ellipsoid auf dem Brette in solcher Weise 
waJzen, daB es ohne Gleitung roUt. Es tubrt dann geaau 
dieselbe Bewegung aus, welclie das mit einem frei um einen 
Punkt drehbaren KOrper fest verbundene Tragheitsellipsoid 

'} Carls Repertorium iJd. i, S. 361 nnd Bd. 15, 8. 54. 
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bei der ohne EiniluB von Kraften nach den Gesetzen der 
Mechanik erfolgenden Bewegung des Kiirpers ausfuhren 
wUrde. 

Legt man durch die Serpoloide einen im Raume festen 
Kegel, durch die Poloide einen fest mit dem bewegten 
Korper verbundeuen Kegel, welche beide ihre Spitze im 
festen Punkte haben, bo roHt wahrend der Bewegung der 
letztere Kegel auf dem ersteren. 

Man kann auch aus dieser Konstruktion die schon ge- 
fundeneo Satze fiber die Stabilitat der Rotation um die 
Achse groBten und kleinsten IVagheitsmomentes und die 
Labilitat der Botation um die Achse des mittleren Haupt- 
tragheitsmomentes herleiten. Wenn sich namlich der Korper 
anfangs um eine Achse drehte, die mit der groBten Achse 
des Tragheitselhpsoides einen eehr kleinen Winkel bildet 
(d. h. einen Winkel der klein ist gegen den Quotienten der 
grSBten Halbachse in die Differenz der grSBteo und mittleren 
Halbachse), so ist p nur wenig kleiner ah die groBte Halb- 
achse des TrJigheitsellipsoides und alle Halbmesser des- 
selben, welche erhebliche Winkel mit der groBten Achse 
bilden, sind kleiner als^, reichen daher nicht bis zur Ebene T. 
Die Drehung muB also immer um eine Achse geschehen, 
die sehr nahe der groBten Halbachse liegt, diese ist stabile 
Rotationsaclise. Man kann auch sagen: Wenn sie anfangs 
Rotationsachse ist und dann eine sehr kleine, nur wahrend 
kurzer Zeit wirkende storende Kraft auf den Korper wirkt, 
80 weicht die gestorte Bewegung nach AufhSren der storen- 
den Kraft fiir alle spatere Zeit nur sehr wenig ^on der 
urspriinglichen ab. 

Man beweist ebenso, daB auch die kleinste Achse des 
TrilgheitsellipBOides in demselben Sinne eine stabile Rota- 
tionsachse ist. Die Eotation kann auch eine beliebig lauge 
Zeit hindurch gleichfiirmig um die mittlere Achse des Triig- 
heitselhpsoides geschehen. Tritt aber dann durch kurze 
Zeit eine kleine storende Kraft auf, so geschieht nach ihreni 
Verschwinden die Eotation nicht mehr genau um die mittlere 
Achse. Die Gestalt der Poloide gleicM dann der einer 
Lemniskate, die sich nahezu an der Stelle, wo die mittlere 
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Achee die EUipsoidflacbe trifft, selbst schneidet, die der 
Serpoloide einer Spirale ahnlich der Balm bei der Zentral- 
bewegung, die dem Fufipunkte der Senkrechten p beliebig 
nahe kommen und sich beliebig oft um ihn herumschlingen 
kann und daun wieder davon entfernt. Die augenblickliche 
Drehungsaclise entfernt sich daher immer melir und schlieB- 
lich um endlicbes von der mittleren Achse des Tragheits- 
eilipsoides. Man sagt, die Rotation um diese kanu zwar 
andauem, ist aber labil. 

i'alls das Tragbeitsellipsoid ein Rotationsellipaoid ist, 
sieht man leicht, wie dieae geometrische Darstellung wieder 
zu den Eesultaten fiibrt, die wir schon in § 17 analytisch 
ableiteten. 



§ 21. Allgemeine Qleiohungen fur die Drehung eines 
Bchweren Eotationskorpera um einen festen Funkt. 

Wir haben den Fall, daB zwei Haupttragheitsmomente 
eines um einen festen Punkt beiiebig beweglichen festen 
Kfirpers bezuglich dieses Punktes untereinander gleich sind, 
schon in § 17 ausfuhrlich unter der Voraussetzung diskutiert, 
dafJ keine auBeren Krafte wirken. Wir kehren zu diesem 
Falle, weil er der physikalisch wichtigste ist, nochmals 
zuriick und setzen zunaohat allgemein die Wirksamkeit ganz 
beliebiger auBerer Krafte Toraus. Spiiter werden wir be- 
sonders auf die Schwerkraft unser Augenmerk richteu. 

Wir wahlen die Achse des von den beiden anderen 
verschiedenen Tragheitsmomentes zur 0^-Acbse, so daB 
also G = H ist und die allgemeinen (rleichungen 104] 
folgendermaBen lauten: 

i D= GX +{J- ff)ftv 
119) } E = Gfi -{J- GjXv 

I F = Jv'. 
Wir woUen bloB das Drehungsmoment F um die Achse l, 
in unseren Bechnungen beiassen, es abor aus einem sogleich 
ersichtlicheo Grunde mit — S9 bezeiohnen. Statt D und E 
aber wollen wir die Drehmomente (J und 31 der auSeren 
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Krafte urn die Aclisen It irnd Z einfuhren. Man findet 
aus den rechtwinkligeii Bphiirischen Dreiecken ^RZ und 
■tlRZ der Fig. 1, § 13, Seite 53 leicht 

120] cos(0^, OZ) ^y, cos{0^, OZ)^by 

(vergl. das spater Torkommende Schema 139) § 23). Es 
ist also: 

Q = Db + E^, 

Wir woUen hier fur D, E, F, die Werte 119), darin aber 
fiir A, fi, V die Werte 94) und fiir /', fi', v die daraus durcii 
Differentiation nach der Zeit folgenden Werte: 

1! ^ r A!' -ir h 0" - by a: B' - ^ c A a - ^ B' a 

H' = bYA" + l^G" - (iy a: B' + bcA'C' + bB'C' 
V =cA" ~ B" -yA'C 
substituieren. Es folgt: 

g^ G[<y' -cyA-') + Jy(eA:^- AS) 
%=-}-^{J{o^A'~eB-)+GY^A-[^ 

= J{o^A" - eB" - 2cy A C + ■/ B' C) + 
+ G{r^A- + 2aYAC-) 
« = 'fjf {- cA- + B) = J{- cA" + B-' + Y^ C). 

Man batte dieae Belationen leicht direkt aus den La- 
grangeschen Bewegungsgleichungen 43) in der folgenden 
Weise erbalten konnen. Man sieht sofort, da6 nach der 
durch Gleicbung 32) ausgedruckten Definition der verall- 
gemeinerten Kraft die GroBen 8t, 33 und S die veraJlgemei- 
nerten Krafte nacli den Koordinaten A, B und G sind. Es 
liefern daher die Lagrangescben Gleichungen: 



122) 



dt BA 



dA ■ 
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Nun ist aber die lebendige Kraft: 

!■- -§-(*> +P1 + 4-'- 
Die Substitution der Werte 94) gibt; 

123) T= -^-Ir'^" + C') + ^{o^' - B-f. 

Die Einf uhrung dieses Wertes in die G-leichungen 1 22) 
liefert sofort die Gleichungen 121). Es iet mir uicht ganz 
verstandlich, warum Helmholtz, welcher dieselben Glei- 
chungen nach der letzteren Methode entwickelt hat, sagt^), 
das Moment S [Helmholtz nennt es C) miisse seinen Stiitz- 
punkt am inneren beweglichen Ringe der kardanischen Auf- 
hangung hahen, durch welche er sich die freie Beweglich- 
keit des Korpers um einen Punkt yermittelt denkt. Fur 
die bloBe Tateache, daB die Achse des Momentes 99 sich 
mit der Achse des groBten Haupttragheitsmomentes des 
Korpers mitbewegen mu6, ist doch dieser Ausdruck nicbt 
ganz der richtige. 

Falls das Moment der auf den festen KSrper wirkenden 
auBeren Krafte zu aUen Zeiten bezUglich der Achse 0^ des 
tou den beiden anderen verscbiedenen Haupttriigheits- 
momentes gleich Null ist, was z. B. immer der Fall ist, 
wenn die Angriffspunkte aller auBeren Krafte auf dieser 
Achse liegen, ist 93 = 0, und die dritte der Gleichungen 121) 
liefert: 

124) oA' ~ B' = i' = konst. 

Die Gleichungen 121) vereinfachen sich dann und man 
erhalt: 

125) I ''-^(■'"+«^'^') 

Wir spezialisieren nun diese Formein welter, indem 
wir annebmen, daB auf den in Rede stebenden Korper, der 
hezilglicb des Drehpuriktes zwei gleiche Haupttragheits- 

') Helmholtz, Die phj^ikaliBche Bedeutang des Prinzips der 
kleiusten Wirkung, Borchardts Joaru. Bd. 100, S. 154; Ges. Abh. 
Bd. 3, S. 223. 
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momente hat, nur eine einzige Kraft p von unverander- 
licher GroBe und Eichtung wirkt, deren Angriffspunkt auf 
(ler durch den Drehpunkt geheuden Haupttriigheitsachse 
0^ liegt, der das verschiedene Haupttragheitsnioment ent- 
spricbt Dieser Fall ist z. B. realisiert, wenn tiloB die 
Schwere auf den Kfirper wirkt iind sein Schwerpunkt in 
OC liegt. 

Wir wahlen die unveraDderlielie Ricbtung der Kraft 
zur negativen fixen OZ-Achse, ziehen also im Falle der 
Schwere die positive fixe Z-Achse vertikal nach aufwarts. 
Ferner wahlen wir diejenige Halbachse, auf welcher der 
Angriffspunkt der Kraft p, also im Falle der Schwere der 
Schwerpunkt liegt, als positive 0^-Achse und bezeichnen 
dessen Entfeniung vom Drehpunkte mit I, so daB also im 
Falle der Schwere p das Qewicht des Korpers und I die 
Entfemung des Schwerpunktes vom Drehpunkte ist. Die 
Kraft p ubt jetzt nur ein Moment ply aus, welches den 
Winkel G zu vergreBem sucht, keines in der Eichtung der 
Winkel A oder B. Es iat also: 

9J = S8 = 0, d^ply, 
und die Gleichungen 125) verwandeln aich in 

126) JvG+ Qy^A' =^x, 

127) O (G" -oyA'^ + JvyA' =ply, 

wobei X eine Konstante ist. Dazu kommt nocb die Glei- 
cbung 124). 

Ok, E/t und Jv sind die Flacheumomente des Kor- 
pers beziiglich der Richtungen, welche die Achsen 0|, Otj, 
Of augenblicklich im Eaume haben. 

128) OXcos[z, I) + if^ucost*, n) + ^*'cos(«, f) 

ist also das Flachenmoment des Korpers bezuglich der fixen 
AchseOZ. NuTi iat cos{s^Q=c, cos[s:,|)= — /S/, cos(«,7?) = 6j' 
[vergl. Gleichung 120) und das Schema 139) des § 23). 
Suhstituiert man noch fiir A, fi, v die Werte 94), so geht 
der Ausdruck 128) in die linke Seite der Gleichung 126) 
liber. Letztere Gleichung besagt also, daB das Flachen- 
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moment des Korpers bezUglich der Achae Z konataat ist, 
was aelbstverstandlich ist, da ja die Kraft p bezuglich dieser 
Achse stets das Moment Null hat. 

Dazu kommt noch die Gleichung der lebendigeo Kraft, 
welche wir am einfachsten in folgender Weise gewinnen. 
Wir multiplizieren die G-leicliung 127) mit C und addieren 
dazu die mit J! multiplizierte Ableitung der G-leicIiung 126) 
nacb t. Es folgt: 

G {C C" + y^ A' A" + erC'A'-^)=plrC' 

und daraus durch Integration 

129) G{C'^ + r^A'"') + 2ple = x. 

wobei X eine neue Integrationskonstante ist. DaB dies in 
der Tat nichts anderes als die Gleichung der lebendigeo 
Kraft ist, erkennt man leicht folgendermaBen. Da v kon- 
etant Jst, redaziert aich der veranderHche Teil der leben- 
digen Kraft auf \0i}.^ + !i\ was gemJiB der Gleichungen 94) 
gleich ^6{C'^ + Y^ ■'^'^ ist. Die Arbeit der Kraft aber ist 
fp lydt = —ple + konat 

Eliminiert man aus den Gleichungen 126) und 129) die 
Gr66e A', so erhalt man dt durch einen Differentialausdruck 
gegeben, der nur C und d C enthalt. Die Substitution des so 
erhaltenen Ausdruckes iur dt in Gleichung 1 26) liefert aucL dA 
in Form eines Differentialausdruckes, der nur C und d G ent- 
halt Die Integration des ersten Differentialausdruckes liefert 
G ala elliptiache Function von t, die des zweiten C als ellip- 
tische Funktion von A. Wir fiihren dies hier nicht weiter 
aus, sondem wollen nur in einigei' noch spezielleren Fallen 
den Typus der Erscheinungen aus den Gleichungen her- 
leiten. 

§ 22. Spezial£iUe. 

I. PQr 1- = gehen die Gleichungen 126) und 129) in 
die Bewegungsgleichungen ernes gewShnlichen physischen 
Pendels uber, das unter dem Eintlusse der Schwerkraft 
aliein um einen festen Punkt drehbar ist und folgende Be- 
dingungen erflillt: 
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1. Die Verbindungslinie des Drebpunktes and Schwer- 
punktes, welche wir die Pendelachse nennen, muB Haupt- 
tragheitsaohae sein. 

2. Anf dieser Achse niu6 seine augenblicklicbe Drebungs- 
achse zu Anfang der Zeit aenkrecht steben, wenn es zu 
dieser Zeit uberbaupt eine Bewegung hatte. 

3. Die Tragheitamomente beziiglicb aller durch den 
Drehpunkt senkrecbt zur Pendelachse gelegten Achsen 
mtisaen gleich sein. 

Die Grleicbungen 126) und 129) stimmen in diesem 
Falle Yollkommen mit den Gleicbungen, welcbe wir im 
I. Teile, % 40 S. 144 ff. fur die Bewegung des einfacben Pen- 
dels fanden, wenn wir an Stelle des dort mit w bezeichneten 
WinkelslSO** — G, an Stelle des mit j9- bezeichneten Winkels 
den Winkel A and an Stelle der Konstanten g, k und H die 
Konstante l^pjG, l^xjG und Pxl^l setzen. Es tritt also an 
Stelle des Winkels, welcben die vom Aufbangepunkte nach 
dem beweglicben materiellen Punkte gezogene Gerade mit der 
Vertikalen bildet, der Winkel, den die Pendelacbse mit der 
Vertikalen bildet, an Stelle des Winkels, den die durch den 
Aufbangepankt und den beweglicben materiellen Punkt ge- 
legte Vertikalebene mit einer fixen Vertikalebene bildet, der 
Winkel, den die durcb die Pendelachse gelegte Vertikal- 
ebene mit einer fixen Vertikalebene bildet. 

n. Wir betrachten den Fall, daB v von Null verschie- 
den ist, aber der scbwere KSrper sich uiemals weit von 
seiner Eubelage entfernt, so daB also die positive O^-Achse 
immer nabezu vertikal nach abwarts gerichtet, und wenn 
wir C= 180° — r setzen, r eine kleine GroBe ist.') Daher 
kann y = smC=r, c = coatlSO" - r] =— 1 + ^r^ geaetzt 
werden und die Gleicbungen 126) und 120) verwandeln sich in: 

130) r^[GA+\Jv) = x + Jv, 

131) G'{r'2-i-7-^^'^=;^ + 2ij;— p^r^ 

Wir wollen nun die Lage des KSrpera nicht reiativ gegen 
das fixe Koordinatensystem , sondem gegen ein drittes 



') Ein positives v bedeutet also eine Rotation, die von der poai- 
tiven y- gegen die positive ic-Achse auf kiirzestem Wege gescLielit. 
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Koordinatenaystem OX', OY', Z' bestimmen. OZ' soil 
jmmer mit der £xeii «-Acbse OZ zusammenfallen. OX' 
soil zu Anfang der Zeit mit X zusamnienfallen, sich aber 
in der festen xySheae mit der konstanten Geschwindig- 
keit -^ um die feste *-Achse im negativen Sinne dreben, 
also so, wie man auf ktlrzestem Wege von der positiven y- 
zur positiven a;-Achse gelangt. Die beiden Achsen OX und 
OX' aoHen alao ziir Zeit t den Winkel -^-^ miteina^^ct 
einachlieBen. Zar selben Zeit ist daber der Winkel zwischen 
OR und OX' 

^OB, OX- = A + ^. 

Wir fiihren lieber den Winkel & zwischen der Vertikal- 
ebene, die die Pendelachse O'C entbalt, und der X'OZ'- 
Ebene also den Winkel ein, ■welcben jene beiden von der 
«-Acb8e begrenzten Halbebenen miteinander bilden, von 
denen die eine die Acbse 0^, die andere die Achse OX' 
enthalt. Da die erstere Halbebene immer senkrecbt auf 
OB Btebt, so ist: 

132) * = (-^ OB, OX") - 90" = 4 + ^ - 90". 

Wenn h und k neue Integrationakonatanten sind, so gehen 
die Gleicbungen 130) und 131) durcb Einfiibrung des 
Winkels & iiber in 

133) r'&' = k, /2 + r^^'^ = fe_(^ + ^jr^ 

Diea sind aber genau wieder die Gleicbungen, welche wir 
im L Teile, § 40 S. 146 fur sehr kleine Scbwingungen des 
einfacben Pendels fanden. Bei kleinen Scbwingungen ge- 
Bcbieht alao die Bewegung des rotierenden Pendels relativ 
gegen das fixe K o or din aten system, oder, wie man sagt, 
abaolut im Eaume gerade ao, wie die des gewohnlichen 
nicbt rotierenden Pendels relativ gegen ein Koordinaten- 
syatem, das sich mit der konstanten Winkelgescbwindigkeit 
--5- im poaitiven Sinne um die nach aufwarts gezogene 
Vertikale dreht, also wenn dies die Winkelgescbwindigkeit 
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der Erde ware, wie die eines am Pole aufgehangten Fou- 
caultschen Pendela relatiy gegeo die Erde. Beim rotieren- 
den Pendel milasen noch die schon am Anfange dieses 
Paragraphen hervorgehobenen Bedingungen erfllllt sein, daB 
die VerbinduQgaiiuie YOm Drehpunkt und Schwerpunkt 
Haupttragheitsacliae ist und daB die TrSgheitsmomente be- 
ziiglich aller durch den Drehpunkt senkrecht zu dieser Ver- 
bindungalinie (der Pendelachse) gezogener Acbaen gleich sind. 

Die Pendelacbae dea nicbt rotierenden Vergleichspendels 
kann sich natiirlich, je nach den Werten der Konatanten, 
absoiut im Raume in einer Ebene, einem elliptiscben oder 
Kreiskegel bewegen. 

Dieselbe Bewegung macbt nacb der alten Undulations- 
theorie des Lichtea ein Atherteilchen, wenn aich geradlinig, 
elliptiscb oder zirkular polarisiertea Licbt in einem KSrper 
fortpflanzt, der die Polarisatioiisebene dreht, denn es 
durcblauft ja dieaelben Bewegungspbasen nacheinander, 
welche die Terscbiedenen Atherteilcben des Strahles nach 
der alten TJndulationstheorie gleich zeitig haben. Daher 
erklart man die elektromagnetische Drehung der Polari- 
aationsebene des Lichtea oft durcb die Annahme, daB die 
Volumelemente Beatandteile enthalten, die um die Acbse 
der magnetiscben Kraft rotieren. 

Dieselbe Bewegung erhalt man auch, wenn man mit 
einem um die Peiidelachse nach alien Seiten gleichbeachaffenen 
Pendel ein Gryrotrop feat verbindet, welcbes aich raach um 
die Pendelachse als Rotation aachae dreht Dieses Pendel 
schwingt wie ein Foucaultsches scbwingen wtirde, wenn 
die Winkelgescbwindigkeit der Erde viel grSBer ware oder 
wie obiges Atherteilchen. Durch eine daran befestigte 
Biichse, aua welcher eiu feiner Sandstrabl auf ein iinter- 
gelegtes Brett flieBt, kann man die Bahii einea Punktes der 
Acbse fixieren. Entsprecbend der ungleichen Fortpflauzungs- 
gescbwindigkeit des recbta- und linkszirkuiar polariaiertcn 
Strahles hat das Pendel, wenn es als Kreispendel scbwingt 
fiir die eine und andere Umlaufarichtung verschiedene 
S ch win gu ngs daue r. 

m. Die Bewegung, welche man die Prfizessionabewegung 
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nennt, wird folgendermaBen erzeugt: Ein 
schwerer Rotationekorper, der sich aehr rascli urn seine 
Rotationaachae ^ dreht, wird moglichst ruhig auf eine Vor- 
richtung aufgesetzt, die einen vom Scbwerpimkte verschie- 
denen Punkt O der Achse fixiert. 

\-Jv^ ist die Energie der Rotation des Korpers um 
die Achse Oi;, welche withrend der ganzen Bewegung koii- 
stant bleibt. 

E = -^y^ A-^ + -^ + pt(l + c) 

ist die ubrige Energie des Korpers gegeniiber der Robe 
desselben in seiner Gleicbgewichtslage (d. h. letztere als 
EnergienuUpunkt gewahlt). E muB nacb Gleicbung 129) 
uaturlicb ebenfalls konstant bleiben. Die Bedingung, da6 
G nabe gleicb 180** sei, lassen wir nun fallen. Die Be- 
dingung, da6 der Korper sehr rascli rotiert, aber rubig 
aufgesetzt wird, prazisieren wir dahin, da6 E zu Anfang 
und daher immer klein gegen ^Jv' sein solL 

Da Jm Ausdrucke fUr E alls drei Addenden wesentlicb 
positiv sind, so muB um so mebr der erste derselben ^Gy^A'^ 
klein gegeniiber jJv^ sein. Wir setzen nun voraus, daB G 
nicht sebr groB gegenuber J ist. Da jedenfalls y^l iat, 
so folgt, daB auch G^y*A'^ klein gegen J^v^, daher Gy^A' 
klein gegen Jv ist. Wenn wir die Werte zu Anfang der 
Zeit mit deni Index Null bezeicbnen, so folgt aus 126): 

Auf der rechten Seite dieser G-leichung sind im Z alder 
beide Ausdriicke klein gegen den Nenner, daher ist die 
ganze rechte Seite klein und c immer sehr nahe gleich c^. 
Es wird also der Winkel C immer fast konstant bleiben, 
die Acbee des Kreisela sinkt nicht, sondem behiilt ibre 
Neigung gegen die Yertikale. 

IV. Bewegungen, wo C konstant iat, sind iibrigens auch 
moglich, wenn ^Jv^ nicbt groB gegen E ist und wir wollen 
alle diese Bewegungen im foigenden unter einem behandeln. 
Wenn C konstant ist, muB nach 129) und 130) auch A' 
konstant sein. Setzt man die unter dieser Voraussetzung 



Hosted by 



Google 



Gl. 134. 135,] II. §22. Spezialffille. 85 

aus den Gleichungen 94) abgeleiteten Werte von dXjdt und 
dpjdt in die beiden ersten der Gleichungen 119), so folgt: 
-byGA'B' = {G-J)vbrJ-' -i-piyb 
-^yOA-B' = {0-.J)v^rA- +plr^. 
Diese beiden Gleicbungen aind identiscb. Dnrch Kiirzung 
der ersten mitby oder der zweiten mit;?^ folgt mit Eiick- 
sicbt auf 124): 

134) GcA'^-JvA' +pl = 

135) ^._J,±VJ^psJfl, 

Sei zuerat C gleich 180'' — e, wobei e < 90 " iat, so wird: 



Fiir jf = eutspricbt dies einem gewohnlicben so- 
genannten Kreispendel, d. b. einem Pendel, dessen Scbwer- 
punkt sich in einem borizontalen Kreiae bewegt. Die Dauer 
eines Hinganges ist %\A^. 1st v von Null verscbieden, so 
enthalt daa Kreispendel einen um die Verbindungslinie 
aeines Scbwerpunktes iind Aufhangepunktes obne Reibung 
rotierenden Korper, Die Scbwingungsdauer ist dann ver- 
schieden, je nachdem das Pendel in der einen oder anderen 
Richtung herumgebt. Der Zahlenwert von £ iat groBer, 
daher die Scbwingungsdauer karzer, wenn J' das entgegen- 
gesesetzte Vorzeicben wie v bat, d. b. wenn der rotierende 
KOrper, dessen Acbae mit der negativen Z-Achse einen 
spitnen Winkel bildet, so da6 ein positives v annabernd 
einer gleichsinnigen Rotation wie ein abnebmendes A ent- 
spricht, im gleicben Sinne rotiert als daa Pendel berumgebt. 
Dies baben wir fiir sebr kleine Entfemuogen von der Rube- 
lage schon sub 11 bewieseu und baben schon dort auf die 
Analogie bingewiesen mit der Verschiedenbeit der Fort- 
pflauzungsgeschwindigkeit des rechts und links zirkularen 
Licbtes in Medien, welche die Polarisationsebene des Lichtes 
drehen. 

Put (7=90" wird die Umlaufsgescbwindigkeit fiir die 
UiuJaufsrichtung, fur welcbe A und v entgegengesetzt be- 
zeichnet sind, unendlicb, fiir die andere gleich 
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136) -^- 

Ist C ein spitzer Winkel, so ist eine derartige Bewegung 
niir moglich fur 

und zwar, wenn das TJngleichheitazeicben gilt, mit zwei ver- 
scliiedenen G-eschwindigkeiten im gleichen Sinne. 

Kehrea wir wieder zu der sub m gemachten Speziali- 
sierung zuriick, d. h. nehmen wir an, dafJ v eehr groB 
ist. Dana wird die eine Wurzel der Gleichung 134) in 
alien drei Fallen (C<90'', (7=90", C>90») sebr groB 
(im zweiten genau unendlich). Die andere nimmt iu alien 
drei Fallen mit wachsendem v ab und bat fur groBe v 
angeudhert den "Wert 136). Sie entspricht also der be- 
kmnten fogenannten Prazessionsbewegung. Da A positiv 
]8t, 30 dreht sich dabei die Ebene der OZ- uiid Oi^-Achse 
im positiven Sinne um Z, wenn die Rotation im poeitiven 
Sinne um Ot, erfolgt. 

Genau dieselbe Prazessionsbewegung ist natiirlicb immer 
moglich, wenn unter sonst gleicben Umstandeu statt der 
Schwerkraft beliebige andere Krafte wirken, sobald sich nur 
deren Wirksamkeit auf ein Moment 9W reduziert, das bloB 
die Acbse Ot. gegen OZ oder davon wegzutreiben , also 
den Korper um eine auf diesen beiden Geraden Benlirechte 
Achse zu drehen sucht. Man hat dann in den obigen 
Formeln bloB W\y statt fl zu schreiben. 

Den Sinn der Prazessionsbewegung findet man unter alien 
Umstanden folgendermaBen : Man denkt sich zuerst die Acbse 
Ot, auf kurzesfcem Wege senkrecht gegen Z gedreht Dann 
denkt man sich iu einem beliebigen Punkte der Achse Of, 
der nicht mit zusammenMlt, eine Kraft angebracbt, die den 
KBrper in demselben Sinne wie das Moment 9Di zu drehen 
sucht, und yerlangerfc diese Kraft in dem Sinne, in dem aie 
wirkt, bis zur Peripherie des rotierenden Korpers. Die 
Richfcung, wohin sich der getroffene Punkt der Peripherie 
infolge der Rotationsbewegung des K6rpers augenblicklich 
bewegt, fallt mit der Richtung zusammen, in der sich der- 
selbe Punkt infolge der Prazession bewegt 
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§ 23. Eomponenten der Drehnng um die Szen Achsen. 
Winkel der fizen nnd beweglichen Aohsen. 

Zwischen den verschiedeneii beim Probleme der ItotatiOQ 
eines festen Korpers una einen fizen Pnakt vorkommenden 
GfroBen besteht nocii eine groBe Anzahl wich tiger Be- 
ziehungen, welche wir nun kennen lemen woUen. Wir haben 
in den Gleichungen 94) die augenblickliche Winkelgeschwin- 
digkeit *w in drei Komponenten um die beweglichen Ko- 
ordinaten achsen ab Drehungsachsen zerlegt Wir wollen 
sie nun in drei Komponenten nm die drei fixen Koordinaten- 
achsen OX,OY,OZ als Drehungaaehsen zerlegen nnd dieae 
letzteren Komponenten mit t, m, n bezeichnen. Wir be- 
trachten jede der drei Lagenanderungen , welche ein- 
tret«n, wenn 



1. bei 

2. bei 

3. bei 



L konstantem B nnd C der Winkel A nm dA, 
i konstantem A nnd der Winkel B um dB, 
konstantem A und B der Winkel C nm dC 
wSchat, und zerlegen jede in drei Drehungen um die drei 
fixen Koordinatenachsen, Die erste Lagenanderung bedarf 
keiner weiteren Zeriegung, da sie einer Drebung um OZ 
um den AVinkel dA entspricht. Die zweite Lagenauderung 
ist eine Drehung um den Winkel dB im negativen Sinne 
um die Achse Of, also um den Winkel — dB im positiven 
Sinne um dieselbe Achse. Wir wollen den Durchschnitts- 
punkt der beiden groBten Kreise ^Z und |j; der Fig. 1, § 13 
S. 53, welcber Z am nachsten liegt, rait R^, und den der Ver- 
lS,ngerung der beiden groBten Kreise XRY und ^ZR^ mit 
i^ bezeichnen (letzterer Punkt ist in der i'igur nicht ge- 
zeichnet). Die obige Drebung um die Achse Of zerlegen 
wir nun in zwei Komponenten um OZ und OR^. Erstere 
ist — od B, letztere y^^- Letztere wird noch in zwei Kom- 
ponenten — aydB und -i-aydB um OX und Y zerlegt. 
Die dritte oben betrachtete Lagenanderung be stand 
darin, daB bei konstantem A und B der Winkel um rf 
wacbst. Dabei drebt sich der KSrper um die Achse OR 
lun den Winkel dG, weiche Drehung um die Achsen OX 
und ¥ die Komponenten adC und adC liefert. Wenn wir 
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also ganz wie im Schema 87) S. 56 in die ergte Vertikalreilie 
die Komponeiiten der eraten, in die zweite die der zweiteo, 
in die dritte die der dritten Lagenanderong schreiben; in 
die erste Horizontalreibe aber die Drehungskomponenten 
urn X, in die zweite die urn Y, iu die dritte die um 
Z, ao erhalten wir folgendes Schema: 



137) 





dA 


dB dC 


OX 




-ardB 


adC 


OY 




ardB 


«dC 


oz 


dA 


^cdB 





TJm I, m, n za Unden geniigt ee anzunehmen, da6 A 
wahrend der Zeit dt um dA = A'dl, B ura dB = B dt, 
um dC= C'df wachst. Die gesamte durchrfi dividierte 
Drehung, welche der Kfirper dabei um die Achse OX er- 
fAhrt, ist die Kompouente I der Winkelgeschwindigkeit in 
der Eichtung OX, und da Analoges fur die Y- nnd .Z-Achse 
gilt, so ist also; 
188) l = ~ arff + aC; m = ayB + uC', n = A-eE. 

Wir wollen nun die Winkel, welche je eine bewegliche 
mit je einer fixen Koordinatenachse einachlieBt, durch die 
drei Winkel A, B, C ausdriicken. Wir bezeichnen den Ko- 
sinus jedes Winkela, den die Achse 0| mit irgend einer 
der fixen Koordinateuachsen einschliefit, mifc u. v und w 
baben die gleiche Bedeutung fur die Achsen Oi? und O'Q. 
Je nacbdem die bewegliche Koordinatenachse den betreffen- 
deo Winkel mit OX,OY oder OZ einschliefit, soli der 
Buchatabe flir den Kosinns unten den Index x, y oder z er- 
halten. 

Wir denken uns in Fig. 1 wieder alle Punkte auf 
der Kugeloberfl^che durch groBte Kreise verbunden; dann 
finden wir u^, u , v^, v aus den spharischen Dreiecken 
XB^, YR^, XRi], YRti, \ und v^ aus den spharischen 
Dreiecken ZR^ um ZR^, w^ und w aus den sphariechen 
Dreiecken ^RX und i^R Y. Die in dieser Weise aich ergebenden 
Werte konnen wir in der folgenden Tabelle zuaammensteUen: 
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OX 


or 


0^ 


189) 


OS 


M.-a6 + o|?c 


«,.aS-.?. 


«.--?)• 




Oil 


», = «/?-«6c 


.,..(! + a Jo 


,.-4, 




Of 


«F. = «r 


w, = - ffi y 


«..o 



140) 



Nach bekannten Formeln der analytischen Geometrie 
hat man femer: 

".' + w/ + w,' = 1 "/ + ^/ + w',' = 1 

".' + */ + ''/ = 1 "/ + «,' + "-/=! 

w/ + «-/ + w/ = 1 «/ + i>,^ + «;/ = ! 
«y + v„fj + w^w^ =0 M^ i-, + M,*-, + M,«, = 

140a) 



wobei in den Gleichungen 140a) das Zeichen wecbseln 
mllBte, wenn das lateinische und griechische Koordinaten- 
system njcht, wie in Schema 139) angenommen ist, kon- 
gruent, sondem Spiegelbilder waren. Hierfiir sowie fur die 
Formeln 140 a) werden wir einen besonderen Beweia zu An- 
fang de3 § 25 liefem. AUe diese Formeln folgen auch durch 
Substitution der Werte dea Schemas 139). 



% 24. Die Drehnng, aaBgedriiokt durch die Differentiale der 

Eosinus der Winkel zwischen den fizen und beweiplichen 

Achsen. 

Wir bezeichnen nun mit u^, v^, m ■ . ■ die Werte, welche 
die Kosinus der Winkel zwischen den tixeo und bewegUchen 
Koordinatenachsen zur Zeit i haben, mii u^ + du^, v^ + dv^, 
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u + du . . . die Werte, welche dieselben Kosinus zur Zeit 
t + dt haben, und wollen daraus die drei Drehungen Xdt, 
fidtfVdt um die drei Achsen 0|, 0*;, Oi^berechnen, welche 
zuaamm envenom men der geeamteD Lagenanderung aquivalent 
8ii]d, welche der Korper wahrend der Zeit dt erfahrt. 

Wir woUen da die Achsen 0^, Oij, 0^ doppelt Ziehen. 
Die einen sollen ohne unteren Index bezeichnet werden, 
sich mit dem Korper mitbewegeii und zur Zeit t -i- dt die 
Lagen 0|"', Otj'", 0^"' haben. Die anderen 0§^, Orj^, O^^ 
sollen zur Zeit ( mit 0^,0-1], 0^ zusaTUmenfallen, aher fix 
im Raume und daher auch unTera,nderlich in ihrer Lags 
gegen OX, OY,OZ hleiben. Dann hilden alao 0|, Oti,OC 
zur Zeit ( und 0^^,Oij^,0^^ immer mit den flxen Ko- 
ordinatenachsen Winkel, deren Kosinus m^, \, u ■ . . sind. 
Of, Ori" und 0^" aber bilden mit OX, OY, OZ Winkel, 
deren Kosinus u^ + du^, v^ + dx^, u + du . . . sind. 

Die gesamte Lagenanderung des Korpera wahrend der 
Zeit dl kann man sich durch folgende drei Drehungen her- 
Torgebracht denken: 

1. Der KiSrper erfithrt die Drehung Xdt um die Achse 
Ogj. Schon bei dieser Drehung soil die Achse Oti fast 
mit dem Korper verbunden sein und in die Lage ij tiber- 
gehen. Es iat also der Winkel zwischen O-rj und Orf gleich 
dem Drehungswinkel /(i(. Da dieser Winkel sehr kleiu ist, 
so ist mit Vernachlassigong von unendlich kleinem hBherer 
Ordnung: 

;,d; = sin (0^,0);') =008(0^1, Orf). 

2. Der Korper erfahrt die Drehung fidt um die Achse 
Oi}^. Dabei soil die Achse Oif, welche natarlich wieder 
fest mit dem Korper verbunden ist, in die Lage O n" iiber- 
gehen. Da sie sich hierbei in einer Ebene verschiebt, die 
senkrecht auf der Ebene der beiden Geraden 0^^^ und Or/ 
steht, so andert sich dabei der Kosinus der beiden letzteren 
Geraden nur um unendlich Kleines h5herer Ordnung, mit 
dessen Vernachlassigung man daher hat: 

cos(OJi, Oil") = Xdt. 

3. Der Kfirper erl'ahrt noch die Drehung vdt um die 
Achse O^j. Dadurch soil die noch immer fest mit dem 
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KQrper verbundene Achse Oif' in die Lage Oif" ilber- 
gefuhrt werden. Da sie aich hierbei wieder in einer Ebene 
bewegt, die senkrecht auf der Ebene der beiden Gferaden 
O^^ und Oi]" steht, so andert sich deren Koainus wieder 
um unendlicb Kleines zweiter Ordnung, es ist also schlieBlich i 
141) coa(Ofj, 0-rC') = ldt. 

Oti" ist aber genau die Lage der Achse Oij, welche 
scbon oben mit rj" bezeichnet wurde. Denn es ist die 
Lage, die dadurch entsteht, daU der Korper seine gesamte 
wahrend dl erfolgende Lagenanderung erfahrt und dabei 
die Achae On fest mit ihm yerbunden bleibt. Die Koainus 
der Winkel, welcbe Orf" mit den fizen Koordinatenachsen 
bildet, sind daher diejenigen Gr56en, welche wir mit 
1) -i- dv , V ■{• dv , v^ + dv^ bezeichnet haben, wahrend Ofj 
mit denselben Koordinatenachsen diejenigen Winkel bilde^ 
deren Kosinus wir mit w^, to und w^ bezeichnet haben. 
Daher ist: 

1421 I *"''^^^^' ^"'"^ " '""*"' "^ ^"'^ "^ ""''"" "^ '^"'^ "^ 

1 ■\-'w^{v^-\-dv^ = w^dv^ + Wydv^ + wJv^ 

wegen 

145) v^w^ + VyW^ + v^w^ = 

(vergl. die Relationen 140). 

Bedenken wir, da6 in du^ etc. nur Glieder hoherer 
Ordnung, die also durch di dividiert mit abnehmendem dt 
sich der Greuze Null nahern, vernachlassigt sind, so da6 
die Quotieuten dujdt etc. genau das sind, was man ais die 
Differentialquotienten dieser GrOBen nach der Zeit be- 
zeichnet, 80 erhalten wir, wenn wir den Ausdruck 142) in 
die Gleichung 141) einsetzen and durch dt dividieren: 
144) i = „__j_ + „^-jJL+„__, 

Die Differentiation der Gleichung 143), welche offenbar zu 
alien Zeiten gilt, nach der Zeit lehrt uns, da6 die rechte 
Seite der Gleichung 144) auch gleich 
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146) A — ».^--,^- 

Die zyklische Vertauschung liefert: 



it '^^s dt '^ **= dt ■" ^^ dt 



„ du^ ^ 



146) 

"''"dJ ' 

Diese Gleichungen konnten verifiziert werden, indem 
wir in ihre rechte Seite fur v^, w^. . . ihre Werte aus dem 
Schema 139) einaetaen. Darch Differentiation dieaer Werte 
nach der Zeit kann man dvjdt, dwjdt . . . flnden, die 
dann auch in die rechte Seite der Gleichungen 144), 145) 
und 146) einzasetzen aind. Man wiirde so fiir die rechten 
Seiten in 144), 145) und 146} ivieder die Werte erhalten, 
die nach 94) gleich k, ft und v sind. 

Wir konnen analog auch /, m, n durch u^, v^, m^ ■ . ■ 
und deren Differential quotienten nach der Zeit ausdriicken. 
Idt, mdt und ndt sind die drei Drehungswinkel, welche 
dem KSrper um die Achsen OX, OY, OZ erteilt werden 
miissen, um die Lagen§,nderung zu erzeugen, welche er 
wahrend der Zeit dt wirklich erlahrt 

Man wiirde offenbar dieselbe relative Lagenanderung 
des Korpers relativ gegen die Achsen OX, OY, OZ er- 
halten, wenn man den Kfirper und damit die Achsen 
0^, Ori, 0^ fix im Raume lieBe, aber die drei fest mit- 
einander verbundenen Koordinatenachsen OX, OY, OZ zu- 
erat um OX um den Winkel —Idt, dann um r um den 
Winkel —mdt, und zuletzt um O Z um den Winkel —ndt 
drehen wiirde. Sie soUen dadurch in die Lagen O X'", Y'" 
und OZ'" iibergehen. Da dieae drei Geraden reiativ gegen 
Oi, Oi], Of dieselbe Lage wie die Geraden, die wir friiher 
mit 0|"', Or/") 0^" bezeichneten , relativ gegen OX, OY, 
O Z haben, so ist z. B. ; 

|cos(Or", 0|) = Mj, + rf«j,, <:03{0Y"'.0 7j)=v^ + dv^, 
* ' i cos[Or", 00 = "', + ^%. 

Um die Lage O Y" zu ermittehi, denken wir una wieder 
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die Achsen OX, OY, O Z doppelt gezeichnet. Die eraten 
ohne unterea Index sollen die oben besprochenen Drehungen 
urn die Winkel — Idt, — mdt, — ndt machen. Die zweiten, 
die wir mit OX^, O Y^, Z^ bezeicbnen wollen, aollen fix 
im Eaume und daher auch relativ gegen 0|, Otj, OC bleiben, 
da wir jetzt auch die Lage der letzteren Achsen un- 
veranderlich lassen. Die Drehung — Idl geschieht um die 
Achse O X. Durch dieselbe geiie OY in die Lage Y' 
iiber, so da6 man analog der Gleichung 141) hat: 

148) - Idt = sm(0 Y, T) = cob{0 r, OZ^). 

Durch die beiden Drehungen —mdt und —ndt um 
die Achse Y^ und Z^ soil die Gerade Y' in die Lagen 
O Y" und Y"" Ubergehen. Es ist dann Y'" mit der 
oben schon so bezeichneten Geraden identisch, und da durch 
die beiden zuletzt erwahnten Drehungen der Kosinus sich 
nur um unendlich Kleinea zweiter Ordnung andert, so foigt 
au3 Gleichung 148): 

149) cos(or", OZ^] = ~ldi. 
Da nun 

C03(0Z,, 0^) = u^, cos{OZi, 9j) = »^, cos(0 2^,0^) = ^^ 
ist, so folgt aus den Gleichungen 147) 
cos (0 T", Zj) = M^ (m^ + du^) + v^ {v^ + dv^) + w^ {w^ + d w^), 
woraus wir in Verbindung mit Gleichung 149), ganz wie wir 
friiher die Gleichung 144) erhielten, finden: 

mit zwei analogen durch Kyklische Vertauschung gebildeten 
Gleichungen. Wiirde man die im Schema 139) zusammen- 
gestellten Werte fiir u^, v^, u ■ . . bier substituieren, aus 
diesen durch Differentiation nach der Zeit dw^/rf ( ... bilden 
und auch diese Werte substituieren, so wiirde man wieder 
die Gleichungen 138) erhalten. 

§ 25. Verachiedene andere Relationea. 
Betrachtet man die drei unter den Gleicliungen 140) 
Torkommeuden Gleichungen 
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ala lineare G-leichungen fiir 
termiuante der Koeffizienteo 



Lndere Relationen. 
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„. und 
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SO folgt: 
151) 






Addiert man die Quadrate dieser drei Ausdriicke, so erhalt 
man links A^. Die rechte Seite kann man leicht in die Form 

(V + ",' + •.") K" + •",' + ".') - (", •«. + ", % + ", •»,)' = 1 

bringen. Ea folgt also A =^\. 

Bringt man die positive OA'-Achse mit der positiven 
0|-Achse, nnd gleichzeitig die positive 0)/-Achse mit der 
positiven r-Achse zur Deckung, so decken sich, falls die 
Koordiuatenayteme kongruent sind, aucb die positiven 
2-Acbsen. Es ist also m^ = w = «i^ = 1, und aus der ersten 
der Gleichungen 151) folgt A ~-\-\. Falls die Koordinaten- 
systeme Spiegelbilder sind, so deckt sich die positive 2-Achse 
mit der negativen ^-Aclise. Es ist also u^ = v —— w^= 1 
und es folgt J = — 1 . 

Natilrlich behalt A in beiden Fallen seinen Wert aucb 
fur aUe anderen reiativen Lagen der Koordinatenacbsen, 
da es, wean sicb die Lage kontiouierlicb andert, nicht 
plStzlicb von — 1 zu + 1 Uberspringen kann. Wir setiieii 
immer kongruente Koordinatensysteme voraus, so dat! also 
J = + 1 ist. 

Wir wolleu nun mit x,y,% die Koordinaten irgend 
eines Punktes P des festen Korpers beziiglieb der fixen 
Koordinatenacbsen zur Zeit ( bezeicbnen. |, i\, ^ seien die 
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Koordinaten desselben Punktee hezuglich der beweglichen 
KoordinateDachsen. Die letzteren Koordinaten andern sich 
natiirlich nicLt mit der Zeit. Dann hat man nach den be- 
kannten Formeln far Koordinatentransformation : 

152) j y = Wj,| + «^'7+«'j,? 

153) < »! = u, « + fj, y + v^ » 
'- f = Wa 3= + w^ y + w, « . 

In jeder dieser Gleichungen zieht ein lateinischea x, y 
oder * auch den Index x oder y oder x nach sich,, ein 
griechischer Buchstabe |, tj oder ^ aber den Buchataben 
u, V oder w. 

Wir wollen nun die ZuwEchae dx,dy,dx, berecLnen, 
welche die Koordinaten x,y,% durch diejenige Lagenanderung 
erfahren, die der Korper wahrend der Zeit dt erfahrt. Diese 
Lagenanderung kann durcli die drei Drehungen Idt urn die 
Achse OX, mdi am die Achse OY, ndt um die Achse OZ 
erzeugt werden. Bezeichnet man die Koordinatenzuwachse, 
welcbe durch die erste reap, zweite oder dritte Drehuug 
allein erzeugt wiirdeD, mit dem Index I reap, m oder n, so 
ist nach Formel 145) {§ 65 dea I. Teiles): 

dx^ = (i, dyi=^—lx.dt, dx^ = lydt 

dx^ = mxdi, dy^=^0, d%^ = — mxdt 

dx^ = ~nydt, dy^ = nxdt, dn^=^^. 

Die durcb die gesamte, wahrend dt stattfindende Lagen- 
anderang entstebeuden Koordinatenzuwachse sind bia auf 
unendHch Kleines hoherer Ordnung die Superposition dieser 
Zuw^chse. Dividiert man die Gesamtzuwachse durch dt, 
ao eilen die Quotienten mit abnehmendem dt folgenden 
(Jrenzwerten zu, welche also die Difi'erentialquotienten der 
Koordinaten na<:h der Zeit darstelien: 
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§ 25. Andere Belationen. 



= ly- 



dt ' 

Dieselben Formeln erhalt man, wenii man die erste der 
Gleichungen 152) nach der Zeit differenziert. Da die be- 
weglichen Koordinatenachsen mjt dem festen KQrper un- 
veranderlich verbunden sind, so sind dabei ^, t}, ^ ala kon- 
stant zu betrachten, Es folgt also: 

dse t. dUs I dv,, ^ dtCi 

Ji ~ ^~dt' "^ ^~dT ■•■ ^~dr' 
Substituiert man fiir |, ■^, J deren Werte au8 den Glei- 
chungen 153), 80 folgt mit Riicksicht auf die Gleicbungen 150) 
wieder die erste der Gleichungen 154). Wenn man die 
halbe Masse jedes Massenpunktes dea Kfirpera mit dem 
Quadrate seiner Geachwindigkeit i-^\ + (■jf ) + ['Ty) 

multipliziert, darin -rv -^ ind -r- durch die Werte 154) 
'^ dt dt dt ' 

ersetzt und uber alle Massenpunkte summiert, so erhalt 
man wieder den Ausdruck 95) fiir die lebendige Kraft T, 
den wir schon kennen. 

Unter den obigen Formeln haben aUe, in denen die 
Momente B, E, F uicht vorkommen, eioen rein geometrischen 
Charakter, In geometrischer Beziehung spielen aber die 
Achsen OX, OY ond Z genau dieselbe RoUe wie die 
Achsen 0§, Oi}, Of. Die relativea Lagen und daher alle 
rein geometrischen Beziehungen bleiben vollkommen die- 
selben, ob die Achsen OX,OY,0 Z fix sind und die Achsen 
0^, Orj, 0^ die Drehung mit der Winkelgeschwindigkeit a 
um die augenblickliche Drehungsachse machen, deren Kom- 
ponenten um die ersteren Achsen I, m, n, um die letzteren 
l,(i,v sind, Oder ob nmgekehrt die Achsen 0|, Otj, 0^ 
fix sind, und die Achsen OX, OY, O Z gerade die 
entgegengesetzte Drehung machen, deren Komponenton 
die Achse OX, OY, OZ dann natiirlich — I, —m, ~ n, 
um die Achsen 0|, Oij, 0^ aber ~ k, ■— /t, —v sind. 
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Wir kfinnen also in alien Formeln, welche die Drehungs- 
momente D, E, F nicht enthalten, die Achsen OX, O Y, 
OZ mit den Achsen 0|, Oij, 0^ und umgekehrt ver- 
tauschen, wodurch sich auch die Winkel A und B ver- 
tauschen, dagegen C in ~ C and folglicli auch C in ~ C 
und ;* in — / Ubergeht. Alle derartige Formeln von rein 
geometrischem Charakter bleiben daher richtig, wenn wir 
jede in der folgenden Eeihe angefiihrte Grrofie mit der in 
der nachsten Eeihe unter ihr stehenden, und umgekehrt 
jede in der Kweiten Keihe stehende mit der dariiber atehen- 
den vertauschen: 
y, X, u^, u^, v^, v^, w^, w^, I, m, n, A, C, a, OX, 0Y,OZ. 

V, ?. V w^, v%' "*" \,-'''<~f;~^,B,-c, ~w, o|, Ov, o;. 

Mj., i> , ic, dagegen mUssen ungeandert bleiben. Durch diese 
Vertauschung erbalt man z. B. aus m = ah — a^e die enfc- 
aprecbende Formel fur v^, ebenao aus I = — ay E + aC 
den fur — i gefundenen Wert etc. Derartige Vcrtauachungs- 
regeln ersparen, wenn man die eine Halfte der Formeln 
gefunden hat, die Arbeit der Ableitung der anderen Halfte. 
Hat man aber alle Formeln bereits abgeleitet, so bilden die 
Vertauschungaregeln wenigstens eine oft wilikommene Kon- 
troUe fur die Richtigkeit der Recbnung. 

§ 26. Die Zuaammenfaasung der in den behandelten 

speziellen Fallen gefandenen Reaultate liefert die allgemeinste 

Bewegnng^ eines starren Korpers. 

Wir haben bewiesen, da6 sich bei Eimvirkung ganz 
beliebiger Krafte auf einen volikommen freien Korper dessen 
Schwerpunkt wie ein einziger materieller Punkt bewegt, auf 
den aUe dieae Krafte gleichzeitig wirken und dalJ die 
Drehung um den Schwerpunkt so geschieht, als ob derselbe 
ohne Anderung der sonatigen Umstande festgehalten wiirde. 
Da wir die beiden letzteren Probleme nach dem vorgenom- 
menen l5sen konnen, so haben wir auch das allgemeine 
Problem der Bewegung eines volikommen freien Korpers 
unter Einwirkung beliebiger Krafte indirekt gelfist und es 
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ist dies in der Tat der Weg, den man meist einschlagen 
wird, da man dadurch die kompliziertere Aufgabe in zwei 
moglichst einfache zerlegt. Natlirlich haben wir aber damit 
noch nicht die Bewegungsgleichungen fllr den allgemeinsten- 
Fall explizit bingeschrieben. 

Behandelt man das Problem von vornherein in voUer 
Allgemeinheit, so werden die Q-leicLungen zwar erheblich 
komplizierter und unanscbaulicher, aber man hat den Vorteil, 
daB man alle Aufgaben, die wir na<;heinander liisten, in 
derselben Formel beisammen hat und durch Spezialisierung 
derselben gewinnen kann. Wer sich fur die Schooheiten 
dieser Behandlungsweise interessiert, der sei auBer auf 
Lagranges M6caniqu6 analytique auf Kircbhoffs Vor- 
tesungen iiber Mechanik verwiesen. 

Ich will hier nur knrz zeigen, wie man von den bieher 
behandelten Spezialfellen ana, da sie ja implizit den all- 
gemeinsten Fall entbalten, auch wieder ohne groBe Schwie- 
rigkeit zu den allgemeinsten Forraeln gelangen kann. 

Urn in der allgemeinsten Weise die Lage eines voll- 
kommen freien festen Korpera gegen ein fixes Koordinaten- 
system OX, OY, OZ 
zu definieren, legen wir 
durch einen beliebigen 
Punkt a dea festen 
Korpers drei Koordi- 
natenacbsen i2|, Htj, 
SI J, die sicb mit diesem 
fest verbunden mitbe- 
wegen {die beweglichen 




Wir bezeichnen mit 
Pi„_ 2. oJ] ^, 7i welche Buch- 

staben wir, sowie a, b, o 
jetzt uicht mehr in demselben Sinne wie bisher ver- 
wenden, die Koordinaten des Punktes i3 beztiglicb des fixen 
Koordinatensystems, und mit u, v, w die Komponenten der 
G-eschwindigkeit des Punktes ii in den Kichtungen der be- 
weglichen Koordinatenachsen; femer mit a, b, c die Koordi- 
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naten des Punktes O beziiglicli der beweglicheu Koordinateu- 
achaen, mit I, m, n und X, n, v die Komponeiiten der augen- 
blicklichen Drehungsgeschwindigkeit des Kiirpers nach den 
fixen resp. bewegliciien Koordinateuachsen, und mit |, ij, ^ 
die Koordinaten des Schwerpunktes S des KSrpers bezUg- 
lich der beweglichen Koordinatenachaen (vergl. Fig. 2). End- 
]ich setzen wir analog wie friiher: 

u^ = cos(X, I), u^ = cos (7, I), v^ = cos(Z, ij) . . . 

Wiirde der Punkt ii nihen, so waren bei gleicher Dreb- 
bewegung dea Korpera urn den Punkt i2 die Komponenten 
der Geschwindigkeit dea Schwerpunktes S in dcD Kichtiingen 
der beweglichen Koordinatenachse t 

155) -^P + Cfi, -a + ^v, -l/t + fli. 

(Infolge der Drehung X allein waren sie ja nach den Por- 
meln 145) des I. Teiles Null, —X^, +Xii; addiert man 
dazu die durch zyklische Vertauschnng folgenden G-eschwin- 
digkeitskomponenten infolge der Drehungen fi und v, ao 
folgen die Formeln 155); vergl. auch die Pormeln 154),) 
Dazu addiert aich noch die Progressivbewegung des 
Punktes Q, so da6 die wirklicheu Geschwindigkeitskompo- 
nenten des Schwerpunktea S in der Eichtung der beweg- 
lichen K-Oordinatenachsen 

156) fp = u — ijv + ^fi, x = v-~^X + §v, \fi = ui-ifi + TiX 

aind. Die lebendige Kraft der im Schwerpunkte vereint 
gedachten Gesamtmasse M des KSrpers ist also: 

157) flv' + x' + V'}- 

Die lebendige Kraft der Drehung um den Schwerpunkt ist: 

158) ^[0X^+ Hfi^ + Jv"^- O'liv-H'Xv-J'Xii^T-^. 

Dahei hahen 0, H, J, 0', H', J' dieselbe Bedeutung bezug- 
lich dreier durch den Schwerpunkt parallel Q^, Cin und 
at, gelegter Achsen, die sie friiher beziiglich 0|, Oi), 0^ 
hatten. Hahen noch 6^, H^, J^, G^',H^',J^ dieselbe Be- 
deutung beziiglich der Achsen i3|, iiij, £i^, so ist also 
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6^=0 -\- Mi^, H^ =H + M7i\ Jj = J- + MZ,^ 
0^=G' + Mri^, H^ = E' + M^!;, J^ = J' + M^n 

(vergl. Fonnel 149). §57 des I. Teiles). 

Die geaamte lebendige Kraft des Kiirpers ist nach dem 
im I. Teile am Schlusse des § 64 entwickelten Theorem die 
Summe der Ausdriicke 157) und 158), also wenn man noch 
die Werte 156) substituiert : 

159) I ' 

I +\{OX'^-{-Hn^-{-Jv')-ff(iv~H'Xv-J'l(i. 

Wir wollen nun die Suinme der Komponenten aller 
auf den Korper wirkenden Krafte iu den Riclitungen der 
beweglichen Koordinatenaclisen mit X, Y, Z bezeichnen. 
Die GrfiBe X ist daiin nach dem Schwerpunktssatze gleich 
der Gesamtmasse M des KSrpers multipliziert mit der Be- 
schleunigung des Schwerpunktes in der Eichtung, die mit 
der Richtung zusammenfallt, welche die bewegliehe Ab- 
szissenachse gerade zur Zeit ( hat. Die Geschwindigkeits- 
komponente des Schwerpunktes in dieser Eichtung ist zur 
Zeit ( gleich (f. Zur Zeit i + T haben die beweglichen 
Koordinatenachaen etwas andere Kichtungen: Q^^.y, ily-ri^, 
i3j^j. Die Komponenten der Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes in diesen Eichtungen sind zur Zeit i + r: 

DieKomponente der Geschwindigkeit des Schwerpunktes 
zur Zeit i + t in der Richtung, welche die bewegliehe Ab- 
szissenachse zur Zeit t liatte, ist daher: 

<f^ = ff, cos {ii I Q, I,] + Xi cos {iil flj rjj + 1//, cos {Q^, a, C,)- 

Nun ist bis auf unendlich Kleines hSherer Ordnung 
cos(i3|, m^) — 1. Da wir ferner sahen, da6 sich die 
Drehungen der Parallelverschiebung einfach superponieren, 
so ist analog mit 141) 

C08(i3^. ii^fl^) = ~VT, cos(i>|, ii^Ci)- 1^^, 
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(laher mit Vernachlassigong von unendlich Kleineiu von tier 
Ordnung t^: 



Die Beschleuiiigung des Scliwerpunktes in der Eiclitung, 
welche die bewegliche Abszissenaclise zur Zeit i hatte, 
aber ist 



und da dieae Beschleunigung mit M multipliziert gleicli X 
aein muB, so bat man schlieBIich: 



dt 



= Mvx — MfXTp + X. 



Diese Gleicbung kann mit Ruckaicht auf den Wert 159) 
von T und die Werte 156) von ip, %, ip aucb so geacbrieben 
werden 

was mit der Gleichung 12) der 6. Vorleaung der Kircb- 
hoffachen Meebanik ilbereinstimmt. 

Da die Drebung um den Schwerpunkt genau ao ge- 
schieht, ala ob dieser festgebalten ware, so hat man ent- 
sprecbend den Gleicbungen 99) und 100) 

' did). dfi "^flt'i' 

wol>ei Dj das Drehungsmoment ailer auf deu Korper wirken- 
den Krafte um eine der beweglichen Abszissenachsen par- 
allel durcb den Schwerpunkt gezogene Achse ist. Bezeicbnen 
wir mit D das Drehungsmoment derselben Krafte beziiglicb 
einer Acbse, die mit der Lage der heweglicben Abszissen- 
acbse zur Zeit i zuaammenfallt, so ist nacb § 29 des I. Teiles: 

D = D^ + fjZ-^Y. 

Wir kBunen daher die Gleichung 161) in der Form scbreiben: 
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Nun folgt aus 158) und 159): 



BT _ S^ 



c~. 











d 


dT d dT, f. d dT 


dt 


"flX=rfT"5r~^77 TV^ 




d dT dT , dT . 


ma 
W 


.n vermBge dieser Gleichungen die in 162) er- 

8 T, dT, jar. J 1. dT dT 

erte von Vr, V^' und -^ durch -^, ^-- 



160), 80 liefert die Gleichung 162) 

was mit Kirchhoffs GHeichungen 13) (!. c.) ubereinstimmt. 
Die Kompoiiente der Geachwindigkeit dea Schwerpunktea 
in der Richtung der fixen Abszissenachse ist entsprecliend 
den Gleichungen 153): 

I dT , dT , dT\l 

Da die irxen Achsen ihre Lage im Raunie nicht a.ndern, 
so iet die Kompouente der Beschleunigung des Schwerpunktes 
in der fixen Abszissenrichtung einfach der Differential- 
quotient dieser Gr&Be nach der Zeit. Multipliziert man 
diesen nocli mit M, so mn6 das Produkt gleich der Samme 
Xfii der Komponenten aller auf den K or per wirkenden 
Kr^fte in der Richtung der fixen Abszissenachae sein, wo- 
durch man die Gleichung 

erhalt, welche mit der eraten der von Kirchhoff (I. c.) mit 
Nummer 14 bezeichneten Gleicliungen identisch ist 

Endlich sind die Flachenmomente des ganzen Korpers 
bezilglicli dreier durch dessen Schwerpunkt S parallel der 
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augenblickliclien Richtung der Achsen fi|, iirj, HC ge- 
zogenen Achsen gleich ■^- , -^ , —■ • Die Flachenmomente 
des Korpers bezilglich dreier gleichgerichteter, durch den 
fixen Koordinatenursprung O gezogener Achaen 0|, Orj, 
OC Bind nach § 31, S. 112 des I. Teiles um die Momente 
groBer, welche der steta in S betindlichen und mit S mit- 
bewegten Masse M beziiglich der letzteren Achsen zukame. 
Da die Punkte uad S bezuglich der Achsen H^, Hrj, ii^ 
die Koordinaten a, h, o resp. |, t?, C haben, so sind die Ko- 
ordinaten von S bezuglich der Achsen 0|, Orj, 0^ gleich 
I — a, V — f>, C-~^- ^^^ Geschwindigkeitskomponenten 
TOn S in den Richtungen der beweglichen Koordinatenachsen 
sind nach 156] 

X BT 1 dl 1 ST 
M dn' M dv ' M dw' 
daher ist das Flachenmoment der in S konzentriert ge- 
dachten Masse M bezuglich der Achse 0|: 

Das Flachenmoment m^ des ganzen Korpers bezuglich 
deraelben Achse finden wir, indem wir hierzu noch -^ 
addieren. Daraus ergeben sich dann durch zyklische Ver- 
tauschung die Flachenmomente m, und m; des Korpers 
beziiglich Orj nnd OJ, so daB man hat: 



IJ = (^ - J) ^— 


-K-')i7 + 7r 


., = K-^i^ 


-(l-)||-^l? 


•c-(l-")^ 


-(.-C + ^' 



Das Flachenmomeut des Korpers hezttglich der fixen Ab- 
! aber ist: 



Hier hat man fur m^, m^, m^ die Werte 165) zu sub- 
stituieren. Bedenkt man, daB die Abszisse des Punktes 
beziiglich der Achsen ii^, iiij, Q^ gleich 
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iat, daB aus 160) folgt 

iZ - ay ^ 5 T e r. 

dX ^ dw ^ fle "•■ dl 
und nimmt dazu die Tier aus dieaen beiden GHeicliungen 
durcli zyklische Vertauschung folgenden Gleichungen, so 
ei^bt sich unter Zuziehung der Gleichungen 140a): 

+ (/» ». -)-",) j^ + ".TT + ".-57 + "•JV- 
Setat man den Differentialquotienten dieser GrSBe nach 
der Zeit gemaB dem FlScbenaatze gleich dem geaamten 
Drehungsmoment D^^ aller Krafte beziiglich der lixen Ab- 
azisaena^hse und bildet aus der betreffenden Gleichung durch 
zyklische Vertauschung zwei neue Gleichungen, so erhalt 
man das let/.te System der fiir einen vollkommen freien 
Korper geltenden Gleichungen. Man sieht sofort, dafi es 
unter Berucksichtigung der Abweichuugen unserer Bezeich- 
nungen von denen Kirchhoffs mit dem Gleicliungssysteme 
identisch ist, welches dieser 1. c. mit Nummer 15 bezeichnet. 



III. Die Terschiedenen Formen des Wirkungs- 
prinzipes. 

§ 27. Die Oleiehnngen, welcke for nieiit holonome genera- 
liaierte Koordinaten an die Stelle der Lagrange schen treten. 

Ehe wir die allgemeine Diskossion der verachiedenen 
Formen des Wirkungsprinzipes in Angrilf nehmen, wollen 
ivir noch die Zusatzglieder berechnen, welche zu den La- 
grangeschen Gleichungen hiu^utreten, wenn die angewandten 
generalisierten Koordinaten nicht hulonom sind. Sie sind 
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dann jedenfalls durch Grleichungen von der Form der Glei- 
chuDgen 23) mit den rechtwinkligen verkniipft. 

Wir nenoen den aus diesen bei Konstanthaltung aller 
p,^ folgenden Differenfcialquotienten von x^ nach t den par- 
tiellen nach ( und bezeichnen ihn mit dx,^jdt; eine analoge 
Bedeutung hat dxjdpi^, so daB man also Lat: 

167) ^-n'. p^ = nl 

Aua denaeiben Sleichungen folgt; 

168) x\=n'' +^hntp\. 

Dagegen ist bei Bildung der Sx^ die Zeit konstant zu 
erbalten, so dafi man hat; 

169) Sx^ = 'S}'nlSpi^. 

Versteht noan daher unter einem partiellen Differential- 
quotienten der x\ einen solchen, wobei von den Variabeln I, 
p^ und p\ alle konstant erbalten werden, bis auf die eine, 
nach welcher differenziert wird, so ist; 

171) '^i = ni-p!, 

letzteres gema6 den Gleichungen 167). Durcli Differentiation 
derselben Gleichungen folgt: 

Es ist also: 

d jBa^\ dJl" d n\ ^ ,f'5J^- 5JZ;" 






bp,. di\dp^j dp^ dt '^ ^^'\Bpn dpj 
Wir setzen nun ktirzebalber 

' dp^ dt ^s' dp^ dp, ^i' 
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SO daB wir schreibeii kdiiiien: 

Die geometriaclie Bedeutung der hier nea eingefuhrten 
GroBen ergibt sich durch folgende Betrachtungen. 

LaBt man zuerst p^ um lip^ und hernach p. um dp. 
wachsen, so Dimmt die GEroBe x^ zuerst um 77), dp,^, hernach 

um liZj + ^ — -dpJdpi zu, Diejenige Stelle des Eaumes, 
wohin wahrend dieses ganzen Prozessea der materielle Punkt, 
dessen Masse m, ist, von seiner Ausgangsstellung aus ver- 
sehoben wird, hejBe i^;. Nun soil umgekehrt zuerst ji; und 
dpf und dann erstp^ um dpj^ wachsen, so daB zuerst a;^ um 

IJ^dp^ und dann um [ill + -^-^ d pJ d p^ wachst. Dabei 
gelange derselbe materielle Punkt, dessen Masse m^ ist, von 
seiner unverschobenen Lage nach Xi- Man sieht sofort, 
dafi, wenn k = r, r+1 oder r + 2 ist, die GrSBe 

Is n^ B ir*\ 

[t^ - ^^^"^^^^^^^^^^^^^ 

nichts anderes ist, als die Projektion der geraden Verbin- 
dungslinie J^^i^hi der beiden Punkte ^^i und S^; des Eau- 
mes auf diejenige Koordinatenachse , nach welcher die aij 
gezahlt werden. Bezeichnet man diese Projektion mit 
OjiDji, so ist also: 

Ahnlicb, seien ^ and i*^ die beiden Punkte des Eau- 
mes, wohin sich das Massenteilchen m^ verschiebt, wenn 
einmal zuerst t um dt und dann p,^ um dp^, das andere 
Mai zuerst ^^ um dp,^, dann erst t nm dt wachst. Ferner 
aei G^Hh die Projektion von E',, F\ auf diejenige Koordi- 
natenachse, nach welcher die x^ gezahlt werden. In der- 
selben Weise, in der sich friiher die geometrische I 
TOn ijj ergab, findet man jetzt, daB 
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Bezeichnet man die Faktoren, mit denen Lagrange die 
'leichungen 6) multipliziert, mit /i^^, /i^ . . . /i,, so 
folgt aus 6) nnd 4) in der bekannten Weise: 

175) X* = m^^ + 2' l«(ll ' A = 1, 2, 3 ... 3m. 

3n 

FUhrt man in dem Ausdrucke 2'-^fc^% statt der da^ 
die Spj^ vermSge der GHeichungen 23) ein, welche in unserem 
Falle liefem: Sx^^'^hnlSp^^, 8o erhait man: 

176) 2* X, S^ = 2^ ^^ X, nl Sp, . 

Der Koeffizient von Sp,^ in dem Ausdrucke rechts soil, 
wie bei holoiiomen generalisierten Koordinaten die nacL der 
Koordinate p^ wirkende Kraft genannt und mit P^ bezeichnet 
werden, ao daB man also bat 

i'7) p, = s ^.^* = 2* K^* + 2'/^ill)-^*; 

letzterea gemaB der Gleichung 175). 

Wir woUen nun, wie wir ee bei Ableitung der La- 
grangeschen Gleichungen im vorigen Paragraphen taten, 
den Ausdruck x\ -^f^ nach der Zeit differenzieren. Es folat; 

Bei holonomen Koordinaten kann man offenbar ohne 
weitereB 

setzen. Allein bei nichtholonomen ist dies nicht mehr ge- 
stattet. Denn es ist: 



^L = ii* + ^^ nt_ 



Pt' 
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daher: 

e 4 dnl ^sn\ 



Ox^ III -^cfiij , 



SPk 



'dxA dnl -s^.^^l 



daher: 

ist Man hat daher: 
Oder nach Gleichung 174): 

Wir multiplizieren min diese Gleichung mit m^, addieren 

beiderseits ^i/t,|^.^— und snmmieren schlieBIich bezflg- 

lich k von 1 bis '6n. 

Beginnen wir ganz links und schreiten zu iminer mehr 
rechtsstehenden Gliedern der Gleichung 180) vor, so ist 

1. nach Gleichung 171): 

ioij ^^^^dt\^* ep^}~ di ^'^^'^>'dp\- dt 

q^ hat die bekannte Bedeutung. Ea ist das Moment 
bezuglich der A-ten Koordinate und wird gebildet, indem 
man die lebendige Kraft 

182) T=y>cm.x'i 

aU Funktion der ^^ und p'^ ausdriickt und dann nach p'^ 
partiell difiereoziert. 

2. Wir betrachten zunachst den Fall, da6 die y^ die 
Bedingungsgleichungen identiach erfiillen. Dann ist bei 
konstanter Zeit flir jedes I {\, 2 ... a): 
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183) 



Sfi*^.-". 



wenn sicli die ^^ beliebig andem, dalier audi, wenii alle 
anderen bis auf eines, das wir wieder p^ uennen wollen, 
sowie die Zeit konatant bleiben. Mit anderen Worten, es 
ist fur jeden Wert von I uud h: 



184) ^fcl'j 1^ = 0, i=l,2,3..r. A = 1, 2, 3 . 

3. Nach Gleichung 177) ist: 

185) ^'^Imux'^ + ^;Hi|; 

4. Aus Gleichung 182) folgt: 

Eh ergibt aich also: 

Ks sei nun b^ sowohl die GroBe als auch die Ricbtuug 
der Geschwindigkeit des r-ten materiellen Punktes, welcber 

die Masse *«r— '"r+l ~ '"r + a ^^^' ^^ *^^^ ^'r> ^'r+l' ^'r + 2 

die Komponenten von b, in den drei Koordinatenrichtungen 
sind. Ferner seien u^ und ii^j die Eichtungen und die durch 
dtdp^ reap, dpj^dp. dividierten GroBender Geraden. welche 
frulier mit F^P^, und J^j.^,- bezeichnet wurden. Dann kaiin 
man die Gleichung 187) auch in der Form schreiben: 



wiirden die ar 
lan hatte jetzt 



') Wenn auch die Zeit St wacLsen wiirde. 
zudem etwaa andere Funltionen der p werden u: 
fur jedes /: 

s'st + y," ?lSx, = 0. 

Diese Gleichung gilt jedoch fiir unsere jetEigen Betrachtungei: 
nicht, da mit alien biaher dureh das Zeicheii d bezeichDeteii Variatiooeci 
keiue VBraudei'ung der Zeit verkniipft ist. 
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! -i^ =Pi.+-i^ + ^r ^r K f < COS (D Uj) + 

188) 

wobei in der ersten Summe r bloB die Werte 1,4, 7... 3m — 2 
zu durchlaufen hat 

Hiermit ist also 1. erwiesen, dass die Lagraiigescben 
Gieichungen in unveranderter Form bei Anwendung nicht- 
holonomer Koordinaten ungiiltig sind, und 2. jedesmal das 
Korrektioneglied berechnet, welches man ihnen beifiigen 
muss, damit sie wieder giiltig werden. 

Der Beweis erleidet nur eine unwesentliche Modifikation, 
wenn die Anzahl s der generalisierten Coordinaten groBer ist 
als die Anzahl i = 3n — t der Freiheitsgrade des Systems. 
Dann bleiben zwiachen den generabsierten Koordinaten noch 
s — i — tj Bedingungsgleicbungen bestehen, von denen einige 
holonom, andere nichtholoaom &ein konnen Von den t 
zwischen den rechtwinkligen Koordinaten bestehenden Be- 
dingungsgleicbungen werden dann also bloB t — ct durch die 
geoeraHsierten Koordinaten identiach erfilllt. 

Die Variationen i?^;^ der rechtwinkligen Koordinaten 
bei konstanter Zeit miissen nacb wie vor die t G-leichungen 6) 
erfiillen. Wir konnen alle diese Gieichungen in eine einzige 
zusammenfassen, indem wir jede mit einem willkurlichen 
Faktor fi^ multiplizieren und nachber alle addieren. Dadurch 
erhalten wir die resultierende Gleichung: 



^^^"f^J'J^- 



0. 



Die FeBtsetzung, da6 diese Gleichung fiir beliebige 
Werte der /t bestehen soil, vertritt vollkommen die t Giei- 
chungen 6). 

Wenn wir nun in der Gleichung 189) die dx durch die 
d'p ersetzen, so muB sich die Anzahl der willkurlichen 
Faktoren A von t auf tr reduzieren, da ja zwischen den Sp 
nnr a Gieichungen bestehen, welche wir in der Form 
schreiben wollen: 
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190) 2* "I^J'a^^' i= l,2...ff. 

Die G-leicbung 189) muB sich daher nach Einftlhrung 
der Sp auf folgende reduzieren: 



^'2^^,<^A = 0' 



wobei die k jedenfalls o- lineare, voneinander i 
Funktionen der /i sind. 

Die Faktoren /t^ , i^^ • ■ • fh wurden mm nach Lagrange 
so gewahlt, daB der Ausdruck 



J(^.-»/4f + 2''.fi 



Sx^ 



fur alle Werte der Sx^ verschwindet. Nach Einfiihruug der 
generalisierten Koordinaten verwandelt aich dieser Aus- 
druck in 

Oder 

+ ^ui.cos{t>^ u;;,.)j + ^'\ ^^} Sp, = 0, 

wobei wieder r die Werte 1, 4, 7...3w— 2 zu durchlaufen 
hat. VVegen der fUr die ft getroffeiien Wahl, aua welcher 
analoge Eigenschaften fur die K reaultierten, muB die linke 
Seite der letzten beiden Gleichungeo fur alle uberhaupt 
moglichen Werte der Sp,^ verschwinden und man erhalt die 
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192) 



4T = '-.+M-2'-.^-.(^: + ^':^-0 



ipL = R + ^' + ^ m^ B, ur COS (ti un + 

df " dp^ r r r ^ ,1 r n 



+ yj iij, COB [B^ uj.) + ^ -^1 "L = '^■ 



Die durch tleii Mangel der Holoromitiit der Koordi- 
iiaten bedingten Zusahglieder zu den Lagrangeschen 
Gleichungen sind also ganz dieselben gebliebeii, wie in dem 
Falle , dass die Anzalil der generalisierten Koordinaten 
gleiuh der Zabl der Freibeitsgrade des Systems ist, so daB 
zwischeu den generalisierten Koordinaten keine Gleichungen 
mebr ubrig bleiben und es iet aomit die gestellte Aufgabe 
in voIltT Allgemeinheit gelost. 

§ 28. Beiapiel znm vorigen Paragraphen. 

Wir wollen die gefundenen allgemeinen Gleichungen an 
folgendem Beispiele ^) illustrieren. Zwei Riemenscheiben sind 
durch einen Treibrienien verbunden, welcher parallel der 
Achse der Scheiben in abnlicber Weise bin- und her- 
gescboben werden kann, wie man einen Treibriemen von 
einer wirkenden Scbeibe auf eine Leerscbeibe oder um- 
gekehrt verschiebt. Die eine Riemenacheibe verjungt aicb 
nacb einer Seite bin, wogegen aich die andere nach der 
entgegengesetzten Seite nach einem solchen Gesetze verjungt, 
daB ein und derselbe Treibriemen aberall paBt, wenn er 
in der geschilderten Weise verschoben wird. Eine aolche 
Verschiebung des Riemens bewirkt gewissermaBen eine Ver- 
ilnderlichkeit der Radien r^ und r^ der beideu Riemenscbeiben 
und daber auch des tjbersetzungsverhaltniases p^—r^jr^. 

') Borchardta Journ. Bd. 9S, Heft I, S. 87, 1886. 
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1st daher p\ die Winkelgeschwindigkeit der einen, w' 
die der aoderen Itiemenscheibe, ao hat man w = 'p^f\. 
Wenn^j Teranderlich ist, so kann manjij und die gesamte 
Winkeldrehung ^^ der ersten Briemensclieibe wahrend einer 
gewissen Zeit als Koordinaten eiaes Punktes A, der ent- 
weder der zweiten Riemenscheibe angehQrt oder mit ihr fest 
verhunden ist, wahlen. Ks sind dies nichtholonome Koordi- 
naten, da es ziir Bestimmung der Lage des Punkt«s A nicht 
gleichgultig ist, ob zuerst Pj und dann js^j <*^6r umgekehrt 
zuerst pj und dann p^ sich nm dieselben Betrage andem. 

Der gleiche Effekt wiirde erzielt, wenn sich zwischen 
zwei nach entgegengesetzten Seiten koniseh sich verj ilngenden 
drehbaren RotationskSrpem eine Scheibe S drehen wiirde, 
die aiif keinem der Kotationskiirper gleiten konnte und die 
parallel ihrer Drehungsachse verschiebbar wSre. 

Man kann vielleicht zweifeln, ob derartige Bedingungen 
ohue jede Gleitung realisierbar sind. Jedenfalls haben aber 
die Bedingungen, an welche wir uns das aus den beiden 
EJemeuscbeiben bestehende mecbanische System gebunden 
daciiten, genau die Eigenschaften, welche Hertz in seiner 
Mechanik von nichtbolonomen Bedingungen fordert (Hertz's 
Mechanik, 1. Buch, Abschnitt IV). Da6 das in diesem Bei- 
spiele gebraucbte mecbanische System nicht holonom ist, 
ersiebt man aucb, wenn man bedenkt, dass die Winkel- 
stellung w der zweiten Eiemenscheibe nur durcli die (Jlei- 
chung Af^=-aAf^ bestimmt ist, welche nicht integriert werden 
kann. Daher iat diese Winkelstellung und die Lage jeder 
Masse, deren Eewegung davon abh^ngt, in nicht holonomer 
Weise durch die Koordinaten pj und -p^ bestimmt. 

Die Snmme der lebendigen Kraft aller mit den beiden 
EJemenscheiben fest verbundenen Masaen kann als Funktion 
yon pg und -^ ausgedriickt werden. Sie ist 

wenn t die Zeit ist und K und h die Tragheitamomente 
aller mit der ersten, reapektive zweiten Riemenacheibe feat 
verbundenen Masaen bezilglich der jeweiligen Drehungaachaen 
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8ind. Allee tibrige denken wir uns dabei massenlos, so unter 
anderen den Eiemen, reap, die Scheibe S. 

Wir wollen die Bewegungsgleichungen uur in dem 
speziellcD Falle ableiten, da8 unser ganzes System aus 
einem eiiizigen Maseenpunkte von der Masse m besteht, 
welcher mit der Achse im unveranderlicben Abstande r davon 
feat verbuEden ist, am welche die Drehung mit der Winkel- 
geschwindigkeit Ml' geachieht Dann ist also^=0, L = Tnr^. 

Wir wablen die Ebene, in welcher die Masae m rotiert, 
als Koordinatenebene, den Mittelpunkt des Xreises, in dem 
sie sich bewegt, als Koordinatenursprung, uud bezeicbQen die 
rechtwinkligen Koordinaten der Masse m zu irgend einer 
Zeit mit x^, x^. 

Dann reduzieren sich die Gleichungen 23) auf 

193) dx^ = n\dp^ + n\dp^, dx^ = n\dp^ = n\dp^, 

wobei 

i7;=i7^ = 0, n\=-p^x^, ]I\=p^x^. 
Daraus folgt: 

8 n] _ Sxt __ 

'dp,'" ^a ^^~d~pt~ ^^ 

hn\ dx, , dm , Bx, 

-e^=P^6p,=P^'^' dp, =''^+P^-s-p, = '^' 
_ dn', _ dH] __ 

dp, dp, 2 



" ^■^ '~ do. "fln" ~ ^* 



194) 

dp, 

Ell =tl,^Zl, =tl, = 0, x\^-X2P^p\, x\ = x^p^p\. 
Das Gleichungssystem 187) reduziert sich auf die beiden 
Gleichungen : 

,„., +^'jfe?.i''i +S12/J] 
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and die Substitution der gefundenen Werthe liefert: 

196) 

Die Lagrangeschen Gleicbtmgen in ihrer gewShulichen 
Form aber wiirden falsche BewegungsgleicbungeD liefern. 
So wurde z. B. die gewShnlicbe Lagrangesche Gleichung 
auf die Koordinate j)^ angewandt lautea: 



t = P,+ 



Spt' 



Nun entbalt der Ausdruck fiir T das p\ gar nicht, es 
ist also g^ = 0, dagegen enthalt er das ungestrictene jj^ und 
es ist dTjdp^ = ■mr^p^p'\. Aus der gewobnlichen Form 
der Lagraugeschen Gleicbung wurde also folgen 



K=- 



PiP I 



was, wie man leicbt einsiebt, eine Ungereimtbeit ware, wo- 
gegen das von uns gefundene Reaultat P^ = physikaliscb 
vollkommen evident ist. 

Dieselben Gleicbungen paseen auf folgenden Fall, Mit 
einer borizontalen Acbae sei eine vertikale ebene Scbeibe 
fest verbunden, p^ sei dereu Drebung zn irgend einer Zeit. 
Daneben stebt eine vertikale Acbse von quadratiscbem Quer- 
scbnitt, welcbe Massen tragt und deren Drehungawinkel iv 
sei. Auf ibr gleite eine RSbre von gut passender Hohlung 
mit quadratiscbem Querscbnitte. Mit der Eobre ist eine 
kreisfdrmige borizontale Scbeibe vom Radius eins fest ver- 
bunden, welcbe auf der vertikalen Scbeibe roilt and darauf 
zwar radial aber nicht tangential gleiten kann. Der ver- 
anderlich gedacbte Abstand des Mittelpunktes der horizon- 
talen Scbeibe vom Punkte, wo die Verlangerung der bori- 
zontalen Acbae die vertikale Achse trifft, ist p^. Dem Ubel- 
stand, daB eine einzige in einem fixen Kreise bewegliche 
Masse durcb zwei Koordinaten bestimmt erscbeint, konnen 
wir abbelfen, indem wir die Gleicbungen fiir den Fall ah- 
leiten, daB die Masse m oder eine zweite Masse mit der 
horizoutalen Scbeibe fest verbunden ist 
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§ 29. Variation der Integrationsgrenzen. 

Wir wollen hud wieder zu den Formeln des § 6 und 
speziell zur Gleichung 41) zuriickkehren. 

Ffir jede unter dem Einflusse gegebener Kr^fte ge- 
gebenen Bedingiingen gemaB erfolgende (natiirliche) Be- 
wegung gilt, wie dort bewiesen wurde, die Gleichung 42), 
aus welcher die Beweguugsgleichungen 43), resp. 49) 
folgen. Umgekehrt folgt aus den Bewegungsgleichungen 
die Gleichung 42); denn, wenn wir die allgemeinste Form 
der Bewegungsgleichungen, namlicb die Gleichung 49) mit 
Sp^ multiplizieren und beztlglich aller k summieren, so er- 
halten wir 

was infolge der Bedingungsgleichungen des Systems ver- 
schwindet. Multipliziert man die linke Seite mit df und 
integriert von tg bis t^, so ergibt sich in der Tat die Glei- 
chung 42). 

Mit ittlckaicht auf diese Gleichung reduziert sich die 
Gleichung 41) auf: 

197) /[sT+±^ P,Sp]dt = ±H \ qjp, \ '. 

Diese Gleichung gilt jedesmal, wenn folgende Be- 
dingungen erfiillt sind: 

1. Die unvariierte Bewegung muB eine „naturliche" 
sein, d. h. sie mu6 mit den Bedingungsgleichungen vereinbar 
sein und ihr zeitlicher Verlauf mu6 die Bewegungsgleich- igen 
des Systems erfiillen. 

2. Die Variation muB ebenfalls mit den Bedingungs- 
gleichungen vereinbar sein, d. h, fiir ein holonomes System 
muB jeder Zuatand der variierten Bewegung, fiir ein nicht 
holonomes aber jeder Ubergang von irgend einem Zustande 
der un variierten zum korrespondierenden Zustande der 
variierten Bewegung mit den Bedingungsgleichungen ver- 
einbar sein. 
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5 wichtig ist der Fall, da6 eine Kraftfunktion V 
existiert, daB also 

die voUstandige Variation einer Funktion — V der yerall- 
gemeinerten Koordinaten darstellt und daher mit — S V zn 
bezeiclinen ist. Die Funktion V kann auch die Zeit explizit 
enthalten; allein dann darf die Zeit nicht variiert werden. 

Da es far daf Folgende von besonderer Wichtigkeit ist, 
so heben wu nochmals heivor, daS V lediglich die fiir die 
unvariieite Bewegung geltende Kraftfanktion bedeutet, und 
daB daher untei d V nur die Variation des V zu versteben 
ist, welche didurch bewirkt wird, dali bei der variierten Be- 
wegung die E-Oordmaten statt p^ die Werthe p^ + Sp^^ haheu. 
Eine etwaige Kraftfunktion der Zusatzkrafte, welche den 
Ubergang der unvariierten in die variierte Bewegung be- 
wirken, ist niemala in (5 F einzubegreifen. 

"Wir setzen, wenn eine Kraftfunktion existiert, ein filr 
allemal: 

198) T~ V=H, T+ V= E. 

Die Gleichung 197) reduziert sich dann auf 

199) j'sHdl = -^H],,Sr,\. 

Es seien nun, wie bisher immer, p^^, p'^ und j^ die 
Werte einer beliebigen (der A-ten) Koordinate, der ent- 
aprechenden Geschwindigkeit und des entsprechenden Mo- 
mentes zu irgend einer Zeit t fiir die uuvariierte Bewegung; 
^h ^ Ph + ^Ph' C' — P'h + '^-P'a' tft = ?s + '^ % ^^^ seien 
die Werte derselben Koordinate, Geschwindigkeit und des- 
selben Momentes zur selben Zeit bei der variierten Bewegung. 

Ferner seien T und V die Werte, welche die lebeudige 
Kraft und die Kraftfunktion annehmen, wenn man darin 
fiir die Zeit, die Koordinaten und in T auch fiir die Ge- 
schwindigkeiten oder Momente die Werte t, p^, p\, 5^ sub- 
stituiert, % = T + ST,'Si, = V ■\- S Y aber die Werte, welche 
diese GrSBen fiir dieselbe Zeit ( annehmen, wenn man fur die 
Koordinaten, Geschwindigkeiten und Momente die Werte p^, 
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P'ftt % sibstituiert. Da V und T dieselben Funktionen der 
Zeit, der Koordinaten uud derGeschwindigkeiten oder Momenta 
geblieben sind, so ist 

200) !IV=^.tL3p,=-^iP,Sp,. 

Wir bezeichnen weiter mit p^, p'S, ^^, f'i,) ^o> ^ ™^^ 
E^ die Werte dieser GrSBen fiir die untere Grenze („ der 
Integrale 197) und 199), fh=^Vh + ^pi, P'h = /^ 4- ^/t 
<\i = qh + ^I'i aber seien die Werte der A-ten Koordinate, 
Geschwindigkeit und des &-ten Momentes bei der variierten 
Eewegung zur gleichen Zeit f^. Ebenso aeien pi, pi, qi, 
Vy, r,, H^ und Ey die Werte der entsprecbenden GrbBen 
flir die unvariierte Beweguug zur Zeitfj, und pft=i>ft + 5pft, 
V'h=p'h. + Sp'l und qh = 2fc+^?ft die Werte fur den der 
Zeit (j entsprecbenden Zustand der variierten Eewegung. 

Wir aetzen nun 

202) W= f Hdt 

und bilden aucb das diesem Integrale entsprechende Integral 
55! = W+SWfa.T die variierte Eewegung. In diesem letzteren 
Integrale braucht aber die untere Grenze fiir die Zeit nicht 
mit der unteren Grenze („ der Zeit in dem fiir die unvari- 
ierte Eewegung geltenden Integrale W zusammenzufallen, 
aondem die erstere untere Grenze kann eine unendlicb wenig 
yon iji verschiedene Zeit 1^^ = t^ + 5t^ sein. Ebenso kann die 
obere Grenze des Integrates SB eine unendlicb wenig von (j 
verschiedene Zeit t, = (^ + i5(j sein, so da6 wir erbalten 
t, t, 

203) ■m = W+SW=f{%-'^)dt = J^dt, 

in welcher Gleicbung aucb die unendlicb kleinen Glieder 
erster Ordnung gleicb sein miissen. 
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Nach den Eegeln der Variation are chnung hat man 
unendlich Kleines zweiter und hoherer Ordniing zu vernach- 
laasigen und findet aomit: 



204) 






Wenn Fund die Ji die Zeit nicht explizit enthalten, also fur 
skleronome durch skleronome Koordinaten bestinamte Systeme 
kann man iibrigens ohne Beachrankung der Allgemeinheit 
Sl^ =0 setzen. Man denkt sich daon die variierte Bewegung 
zur selben Zeit beginnend, wie die unvariierte, was in diesem 
Falle ihren Verianf in keiner Weise andert. Die Variation 
der oberen Grenze Sf^ mnB dann gleich dem Betrage ge- 
macht werden, um wieviel die ganze Integratioaszeit in dem 
durcb Formel 203) bestimmten Integrale aS groBer ist, ala 
in dem durch Formel 202) gegebenen Integrale W. 

Das Integral fSSdt in Gleichung 204) hat nun genau 

dieselbe Bedeutung wie in Gleichung 199). Wie dort kann 
man in SR^^T-SViie Werte 200) und 201) substituieren, 
die mit Sp' bebafteten Glieder partiell integrieren und schheB- 
lich die infolge der Bewegungsgleichnngen des Systems und 
den Bedingungen sich auf Null reduzierenden Glieder weg- 
laasen. Man erhalt dann wieder die Gleichung 199), namlicb 

JSHdtJ-^lq^WJ- 

Die Substitution dieses Wertes in die Gleichung 204) 
aber liefert: 

205) SW=H^St^ -S;5(, + 2^(3'^^-?\"^J. 

Man kann auch umgekehrt sagen, wenn man von irgend 
einem "Obergange gewiaser Anfangswerte zu gewiasen End- 
werten als der unvariierten Bewegung ausgeht und die 
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Gleichtmg 205) flir alle variierten tlbergange gilt, welche 
den Bedingungen 45) entsprechen, so ist der unvariierte 
tjbergang, von dem man ausging, immer eine den fllr die 
gegebenen Werte von V und ?i geltendeii mechanischen 
G-leichungen entsprechende (eine „natiirliche") Bewegung 
dee Systems, da dann nach partieller Integration der Sp' 
enthaltenden Glieder in dem von („ bis t^ erstreckten 
Integrale der Koeffizient der Variation jeder Koordinate, 
insofern dieselbe nicht durcb die Bedingungsgleichungen be- 
stimmt ist, fllr jedes I verschwinden mnfi, woraua man wieder 
die Bewegungsgleichungen des Systems erhS.lt. 

Die Gleichttng 205) sagt daher, wenn sie fiir alle mit 
den auseinandergesetzten Bedingungen vertraglichen Varia- 
tionen einer gewissen zeitlichen Veranderung der^ gilt, ans, 
daB diese Veranderang der /> den Bewegungsgleichungen der 
Meclianik entspricht also die entsprechende Bewegung des 
Systems eine natiirliche ist. 

§ 30. Ableitung der Gleiclinng, welcbe die Gruadlage fiir 
das Folgende bUdet. 

In Formel 205) sind ^j)\ und Sp"^ die Zuwachse, welche 
die ft-te Koordinate erfabrt, wenn man von den Zustanden 
der unvariierten Bewegung, welche zu den Zeiten t^ und l^, 
also den beiden Integrationsgrenzen des durch Formel 202) 
gegebenen Integrales W eintreten, zu denjenigen Zustanden 
ilbergeht, welche bei der variierteu Bewegung zu denselben 
Zeiten (^ und (j eintreten. Ea ist besser, diejenigen Zu- 
wachse einzufuhren, welche eintreten, wenn man zu den 
Zustanden ubergeht, welche bei der variierten Bewegung zu 
den Zeiten t^ = (^ + St^ und t^ = l^ + S t^ eintreten, welche 
letztere Zeiten wieder die beiden Integrationsgrenzen des 
durch Formel 203) definierten Integralea SCS bilden. Wir 
woUen die in letzterer Weise erhaltenen Koordinatenzuwachse 
durch Weglassung des darubergesetzten Querstriches be- 
zeichnen. Beim tjbergange von dem zur Zeit t^ atattfindenden 
Zustande der unvariierten Bewegung zu dem zur gleicben 
Zeit t^ atattfindenden Zustande der variierten Bewegung 
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waclist die Koordinate /j^ und Sp";,- Da bia auf unendlich 
Kieinea sich auch bei der variierten Bewegung die Koordi- 
oate Pi^ zur Zeit i^ mit der Geschwindigkeit p'/l andert, so 
wacbat beim Ubergange vou dera zur Zeit i^ stattfindenden 
Zustande der variierten Bewegung zu deni zur Zeit (g + ^'^o 
stattfindeuden Zustande derselben Bewegung pk um p'^ St^^. 
Die Summe dieaer beiden Zuwachse ist die GroBe, die wir 
soeben Sp"^ ohne Querstricb daruber nannten. 

Es ist also Spt = ^pf, + p',, if t„ und ebenso tindet man 
dpl= Sph + p'h^'i^, Da zudeni nach Gleichung 57) und 
198) allgemein 

S'^\9h = 2r und £=2T-H 

ist (ersterer aber nur fur skleronome general isierte Koonii- 
naten), so erbalt man: 



206) 



Die Substitution dieses Werthes in die Gleicbung 205} 
aber liefert: 

207) SW = - E^d't^ +E^3ta +2Ms\^p\-9\^//J- 

Diese Gleichung ist die Fundamentalgleicbung, aus 
welcber wir nun eine Eeihe allgemeiner Relationen ableiten 
wollen. Sie erfordert nicht, daB das System sklerouom sei, 
aber die generalisierten Koordinaten miissen skleronom sein, 
d. h. die Lage des Systems muB durch sie zn alien Zeiten 
in gleicber Weise bestimmt sein. Es muB eine Kraftfunktion 
existieren, welche aber die Zeit explizit entbalten kanu. 
Falls diese die Zeit nicbt explizit entbalt, ist naturlich 

Die Gleicbung 207] zeigt, daB die Gr66e W, wenn die Zeit, 
die Anfangs- und die Endlagen nicbt variiert werden, fiir natiir- 
liehe Bewegungen ein Grenzwert ist. Wenu die Integrations- 
grenzen nicht ilber ein gewisses MaB ausgedehnt werden^) 



') Jacobi, Vorlesungen iiber Djoamik, S. 64. 
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und die Kraftfunktion V konstant ist, also keine expliziten 
Ki^fte wirken, so iat dieaer Grenzwert stets ein absolutes 
Minimum. Man sieht dies am besten, wenn man recht- 
winklige Koordinaten einffilirt. Es ist dann die zweite 
Variation von W gleich der Summe der mit den Massen 
multiplizierten Quadrate der Variationen der Geschwindig- 
keitskomponenten, also eine wesentlich positive GroBe. Wenn 
dagegen explizite Krafte wirken, so waren dariiber noch 
beaondere TJntersuchungen notwendig, und es ware vielleicbt 
der Zusammenbang zwischen den Bedingungen der Existenz 
eines abaoluten Minimums und der kinetiachen Stabilitat 
der betreffenden Bewegung von Interesse. 

Man legte der Funktion W, weil sie in so vielen Fallen 
ein absolutes Minimum ist, eine metaphyaische Bedeutung 
bei und nannte sie die Wirkung, beaser hatte man sie freilich 
den ,,Kraftaufwand" genannt; denn man kijnnte sich meta- 
pbysische Grunde denken, weshalb die Natur alles mit dem 
kleinsten Kraftaufwande erreicht, kaum aber daflir, daB sie 
immer eine mfiglichst kleine Wirkung erzielt. Es macbte 
iibrigens scbon Jacobi darauf aufmerksam, dafi, wo Diffe- 
rentialgleichungen existieren, im aJlgemeinen immer auch 
ein bestiramtes Integral existieren wird, welcbes durcb die 
den Differentialgleichungen entsprechenden Veranderungen 
zu einem Grenzwerte gemacht wird, da6 es daher gar keine 
raetaphysische Bedeutung bat, wenn es ein solcbes Integral 
aucb flir die Differentialgleichungen der Mechanik gibt 

Ohne irgend welcbe metapbysische Nebengedanken 
wollen wir trotzdem kiirzebalber alte aus Gleicbung 207) 
flieBenden Relationen unter dem Namen „Wirkungspriozipe" 
zusammenfassen. Das einfacLste deraelben war scbon lange 
bekannt, aber erst durch Hamilton und noch vollkommener 
durcb Jacobi erhielten wir eine allgemeine Ubersiclit uber 
alle dieae Relationen und ibren Zusammenbang, weshalb 
man wohl auch ibren Inbegriff, aber keineswegs bloB den 
im ersten Abachnitte bebandelten Satz als daa Hamilton- 
sche oder Hamilton-Jacobische Prinzip bezeichnen dar£ 
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§ 31. Allgemeine Qleicliiiiigen Jacobla. 

Ehe urir jedocli Merzu iibergelien, wollen wir, Jacobi 
folgend, unsere Gleichungen noch Terallgemeinem. Wir 
werden zwar in den folgenden Paragraphen dieses Buches 
nur Falle betrachteo, wo T eine homogene quadratische 
Fanktion der p' iat, Man atoBt aber manclimal auf Glei- 
chuQgen, die sonst denen ganz analog sind, mit denen wir 
es bier zu tun haben; nur daB diej>' in anderer Weise in T 
enthalten sind. Es ist daher nlitzlich, uns fur einen Augen- 
blick von jeder speziellen Aimahme Uber das Vorkommen 
der p' in T unabbangig zu macben. 

Sei H eine ganz beliebige GroBe, welche in beliebiger 
Weise 1. eine independente Variable, welcbe wir bebut's 
VereinfachuQg der Sprechweise die 2eit nennen, 2. beliebige 
Eunktionen jj( , jjg ■ ■ • P, der Zeit und 3. deren Differential- 
quotienten p\^p\ ■■•!>', nacb der Zeit enthalte. Die par- 
tiellen Ableitungen des H nacb den p, welche nattirlich so 
zu bilden sind, als ob die p, p' und i independent waren, 
bezeichnen wir mit g. Wir setzen also; 

208) '»-T^' *-I,2---«- 

Durcb dieae s Gleicbungen sind die q als Funktionen 
der p,p' und der Zeit gegeben. Wir nehmea an, daB sich 
daraus umgekehrt die p' als Funktionen der p, q und der 
Zeit finden lassen und daB sie dann in der Form erscheinen: 

209) p\-^k{P,9,i)- 

ADe diese Ausdrucke kOnnen entwickelt werden, wenn 
H als Funktion der p,p' und der Zeit gegeben ist. Wir 
setzen weiter: ^_^ 

210) -2^-g?./ft--ff- 

Femer nehmen wir an, daB von der Zeit i„ bis zur 
Zeit (, die p, p und q bestimmt sind durch ibre Anfangs- 
werte und folgende Differentialgleicbungen 

211) ^ ^+ TA.Tti". 

WO der Index q des d ausdrilckt, daB die partiellen Difi'e- 
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rentialquotienten so zu veratehen sind, daB E als Funktion 
der p, q uud der Zeit auszudrilcken, also die p' darin durcli 
die Werte 209) zu ersetzea siod. Aufierdem sollen die Zu- 
wachse der p noch a Bedingungsgleichungen von der Form 

212} Tdt-\-'^nfdpi^ = Q, ;= 1,2...(T 

erfUllen, wodurch die A bestimmt erscheinen, Sobald H ge- 
geben ist, konneii die p' als Funktionen der q ausgedriiekt 
werden, es sind also durch die Gleichungen 211) und 212) 
die Gesetze der Veranderimg der p, p' und q bestimmt. 
Ben Inbegriff der mittels dieser Gleicbungen aus gewiasen 
Anfangswerteu fur alle Zeiten von <„ bis t^ folgenden Werte 
nennen wir die unvariierten Werte oder auch symbolisch 
die unyariierte Bewegung der Werte der p, p uud g. 

Wir wollen nun den zu jeder Zeit bierbei eiiitretenden 
Werten der p unendlicb kleine Zuwachse erteilen. Die da- 
durch entstebenden Werte der p nennen wir deren variierte 
Werte. p^ soil dabei zur Zeit t den Znwachs Sp^ erfahren. 
Samtliche Sp aoilen sonst ganz willktirlich sein, nur sollen 
sie gleioh endlichen kontinuierlicben differenzierbaren Fnnk- 
tionen der Zeit multipliziert mit einer unendlich kleinen 
Konatanten sein, and den Eedingungen 

213) ^nfSp^=-^, i= 1, 2.. .<7 

genugen. Der Inbegriff aller variierten Werte der p bildet 
wieder ein kontinuierlicli mit der Zeit aicb andemdes Wert- 
system, das variierte oder die variierte Wertebewegung, bei 
welcher der Differentialquotient des ^^ zur Zeit t gleich 

dp), rfipn 

"d't "^ dt 
ist. Der zweite Addend ist also der Zuwachs 8'p ^, den der 
Wert der Gro6e p\ zur Zeit ( beim tJbergang von einem 
Wertsystem der urspriinglichen zum korrespondierenden (d. b. 
in unseren gegenwartigen Betracbtungen zur gleichen Zeit 
geborenden) der variierten Bewegung erfahrt. Die ent- 
sprecbenden Zuwachse der j findot man durch Variierung 
der Gleichungen 208). 
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Wir wollen nun das Integral J Hdt zun^chst fiir die 
urspriingliche Wertebewegung berechnen und dann den 2u- 
wachs 8 f Hdt suchen, welchen dieses Integral beim Uber- 



gang ¥0n der urBpriinglichen zur variierten 1 

ffihrt. Nach den Eegeln der Variationsrechnung ist, da wir 

in diesem Paragraphen die Zeitgrenzen nicht variieren: 

214) «jH<ii=J<i<_2'(?.^i>\ + ^<'a). 

und man erhalt durch partielle Integration; 

215, ./ff., = A|(- t + 'i^^'-^lW'l 

Wir denken uns nun in die GrrbBe E einmal die 
Variabeln (, p, p', dann die Variabeln t, p, q eingefilhrt, indent 
wir die p durch die Werte 209) ersetzen. Wenn dann samt- 
liche der GrfiUen t,p,p' ganz wiilkurliche unendlich kleine 
Zuwachse 5j t, S^pj^ und S^p\ erfahren, so wird das so oder 
so ausgedriickte E denselben Zuwachs 8^ E erfahren mUssen. 
Die aus den Gleichungen 208) hierbei folgenden Zuwachse 
der q bezeichnen wir mit ^^ g. 

Aua Gleicbung 210) folgt: 



8, E = ^p\8,q.— ^'--8.p. 



''8,1. 



Denkt man sich dagegen in E die Variabeln p, q und ( 
eingefuhrt, so folgt: 






8,1. 



Da diese beiden Werte von S^ E fur alle ^, p, 8^ q und 
dj i identisch gleicb sein milssen, so folgt: 

d^,H e^E ^ dpj^ dE ^_ sa ^ 

^Pn ^Ph ^9>L '^^ '^^ ^^ 



216) ^ = 
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Geniigt daber das System der unvariierten Werte (die 
uDTariierte Wertebewegung) den Gleicbungen 211), so folgt 

was venn5ge der Bedingungen 213) verscbwindet. Man 
erbalt also aus 215); 

217) SjHdt = 2 .5/.^>'ft'- 

Man sieht sofort, daB diese Gleichung sine Verall- 
gemeinemog der Grleichung 207) ist, welcbe mao wieder 
erhalt, wenn man speziell unter den p die generalisierten 
Koordinaten des dort betrachteten materiellen Systems und 
unter H den Ausdruck T ~V Terateht, dagegen ist Glei- 
chung 207) insofern weit allgemeiner, als in deraelben auch 
die Integrationsgrenzen fur die Zeit variiert werden, wSb- 
rend in 217) die Zeit nicht variiert. Da T unter den iur 
die Gleichung 207) geltenden Voraussetzungen der Glei- 
chung 57) geniigt, so geht unter ebendiesen Voraussetzungen 
die Gleichung 210) liber in E=2T ~ H, was dann liefert: 
E= T+V. 

Diese allgemeineren Gleichungen fallen jedoch nicht 
zusammen mit den mechanischen Bewegungsgieichungen, 
welche filr den Fall gelten, daB die Koeffizienten der 
Quadrate und Produkte der verallgemeinerten Geschwindig- 
kejten im Ausdruck I'tir die lebendige Kraft die Zeit explizit 
enthalten Im letzteren Falie ist 207) und selbst die La- 
grangeschen Gleichungen im allgemeinen nicht mehr richtig. 
So wiirde fiir recbtwinilige Koordinaten bei variabler Masse 
die Gleichung 207) nur giiltig bleiben, wenn die Bewegungs- 
i so lauten wurden: 



M» _ J^l dx\ dH 



■ irz = ^, 
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wahrend man annimmt, dafi aucli bei veranderlicher Masse 

Ham el (Karlsruhe) hat die Lagrangescben Glei- 
chungen nach einer anderen Seite hin verallgemeiQert, iii- 
dem er statt der Momente lineare Funktionen derselben 
(Momentoide) einfiihrte, nachdem schon Lagrange und 
Poisson gewisse allgemeine Formeln aufgesteilt hatten, in 
denen atatt der Koordinaten und Momente irgend welcbe 
Funktionen derselben eingefiigt ersoheinen. 

§ 32. Noohnials das Frinzip der atationaren Wirkong. 

WirgelangeninfolgenderWeisezanSiChstwiederzumPrin- 
zipe der stationaren Wirkung. Wir lassen sowohl die untere 
Grenze t^ als auch die obere Grenze t^ in Formel 207) oder, 
wenn keine Kiaftfunktion existiert, in Formel 199) unvariiert, 
80 da6 dtg = dtj — ist, was, aobald die Kraftfunktion und 
die Bedingungsgleichungen die Zeit nicht explizit entbalten, 
darauf hinauskommt, dafi wir die Zeitdauer der Bewegung, 
Uber welche das Integral 202) erstreckt ist, unvariiert lassen. 
Femer lassen wir zur Zeit t^, welche die untere Grenze 
des Integrals 202) bildet, samtliebe materiellen Punkte fiir 
die unvariierte und variierte Bewegung die gieiche Lage 
haben, so da6 also Sp*'^, welches in diesem Falle mit 
dp^i^ identisch ist, fiir jedes h verschwindet. EndUch lassen 
wir die Yariationen der Geschwindigkeit fiir die Zeit i^ und 
die Zusatzkrafte, welche die unvariierte Bewegung in die 
variierte verwandeln, sonst zwar ganz willkfirlich sein, binden 
sie aber an die eine Beschrankung, daS sie bewirken sollen, 
daB auch zur Zeit (j die Lage sajntlicher materieller Punkte 
fur die unvariierte nnd variierte Bewegung dieeelbe sein 
soil, so daB also aueh Sp^^ = ci>\ fiir jedes h verschwindet. 
Dann folgt also aus Gleichung 2U7): 
218) SW=0. 

W ist ein aogenannter Greuzwert. Sein Zuwachs ist 
ein unendlich Kleinea hoherer Ordnung beziiglich der Zu- 
wachse tl>j, §p\ und Sq^, welche die Werte der Koordi- 
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naten, Q-eschwiBdigkeiteii und Momente zu irgend einer Zeit 
im allgemeinen erfatren. 

Dieses Prinzip gilt, wie wir schon im I. Abschnitt 
sahen, und wie sich sofort ergibt, weno man in Gleichung 199) 
atatt in Grleichung 207) die Zeit und die Anfangs- und End- 
koordinaten unvariiert lafit, auch wenii keine Kraftfunktion 
existiert Nur darf dann das Variationszeichen nicht im 
gewfihulichen Sinne vor das Integralzeichen gesetzt werden, 
sondern 

SW^Sf{T-r)di 

mu6 bloB als ein symbolischer Ausdruck filr 

f[ST-S'Y)di 

betrachtet werden. Um dies siuofdllig zu machen, konnte 
man wieder dafUr ^ W schreiben, und sobald unentscbiedeu 
ist, mit welcbem Falle man es zu tun hat, d"W, so daB 
also die allgemeinste Gleichung so lautet: 
218a) rw=-0. 

Das Prinzip der stationaren Wirkung gestattet, jede 
bestimmte mechanische Aufgabe auf eine rein phoronomiscbe 
zu reduzieren, d. h, die Integrale der Bewegungsgleichungen 
jedes mechanisclien Problems sind allgemein mit der zur 
Befriedigung der Grenzbedingungen Dotigen Zahl von Inte- 
gratioQskonstanten gefunden, wenn die Losung folgender 
Aufgabe gelungen ist: Die gegebene Zahl materieller Punkte 
ist im Verlaufe der zwiscben zwei gegebenen Zeitmomenten 
t^ und i, liegenden Zeit in solcher Weise kontinuierlicb im 
Eaume von einer bestimmten willkarlich gegebenen Anfanga- 
iage zu einer ebenso willkiirlicb gegebenen Endlage ilber- 

zufiihren, da6 W= f{T— V)dt, was wir die Wirkung wah- 

rend dieser Zeit nannten, ein Grenzwert wird, wobei T eine 
dutch die Natur des Systems gegebene Funktion der Ko- 
ordinaten und Geschwindigkeiten, V eine ebenfalls gegebene 
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Funktion der Koordinaten iind der Zeit ist, welche beide 
FunktioneD nebst den etwa vorhandeneD Bedingungsglei- 
chnngen, die filr holonome Systeme hei der unvariierteii und 
variierten Uberfuhrung eingehalten werden mUsaen, die Natur 
des Problems bestimmt. Filr iiicht holonome Systeme mu8 
jeder tJbergang yon den unvariierten zn den korrespon- 
dierenden variierten Werten die Bedingungen erfUllen. 

Lost man die Bewegungsgleichungen der Mechanit far 
irgend eine mechanische Aufgabe in der geschilderten Weiae 
mittels des Prinzipes der atationaren Wirknng, so ist na- 
tiirlich die Berechnung der Integrationskonstanten am ein- 
fachsten, wenn diese nicht dadurch beatimmt sind, daB die 
Werte der Koordinaten und Geschwindigkeitakomponenten 
fiir irgend eine Zeit (< = ;„, den Zeitanfang), sondem da- 
durch, daB die Werte der Koordinaten allein aber fiir zwei 
Terschiedene Zeiten ((„ und ij, i. B. den Anfang und das 
Ende der Bewegung) gegeben aind, Sind sje in anderer 
Weise gegeben, so verfahrt man folgendermaBen : Man denkt 
sieh zuerst die Koordinatenwerte fur t = t^ nnd i = (, gegeben 
und findet so Integrale der Bewegungsgleichungen mit der 
notigen Zahl von Integrationakonatant«n. Hat man einmal 
30 die Form der Integralgleichungen gefunden, so ist dann 
die Bestimmung der darin enthaltenen Integrationakonstanten 
aus irgend welchen anderen Grenzbedingungen bloB eine 
Aufgabe der gewohnlichen Algebra und macht meist keine 
Schwierigkeit mehr. 

DaB unter Einhaltung der Bedingungsgleichungen des 
Systems und der Grenzbedingungen .?;„ = 5ij=ci>''^=^p\ = 
die Gleichuug ci' IT = besteht, ist die Bedingung, daB die 
betreffende zeithche Veranderung der^ mit den Bewegungs- 
gleichungen vertraglich ist, also eine natiirliche Bewegung 
darstellt Ein spezieller Fall zeitlicher Veranderung ist es, 
wenn alle ^ sich gar nicht mit der Zeit andem. FUr 
diese Bewegung, welche fiir skleronome Systeme jeden- 
falls eine nattlrliche ist, ist dann 5"= 0, V bonstant, 
bW = -S [{ij ~~QV\^-{t^- t^ S V. Die Bedingung, daB 
unter dem EinfluB gewisser Krafte und Bedingungen voll- 
Buhe des Systems mSghch, d. h. wie man sich 

&nn, Mechsnlk II. 9 
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ausdriickt, daB sich die Krafte am rnhenden Sjstenie unter 
der gegebenen Einschrankung der Bewegungsfreiheit das 
G-leichgewicht halten, ist also dV= oder in rechtwinkligen 
Koordinaten 2" ^k^^h ~ 0- Dieses Prinzip, deasen Beweis 
Lagrange an die Spitze seiner Statik stellt, ist also eiii 
einfacher spezieller Fall des Prinzipea der stationaren 
Wirkung. Filr rheonome Systems gilt derselbe Beweis, wenn 
man t^ — t„ als aehr klein annimmt. 

Wir nannten V die Kraftefunktion oder auch das 
Potential, Helmholtz nennt es daa atatiache Potential. 
Weil sich fur bewegte Systeme in gewissem Sinne der Aus- 
druck H= T —V damit analog verhalt, nennt Helmholtz 
die letztere GroBe das kinetische Potential, den Ausdruck 

nennt er das mittlere kinetische Potential und bezeichnet 
ihn mit H. Es ist W ■= {t^ — t^H, und da beim Prinzip der 
stationaren Wirkung ^ — 'q unyariiert bleiben mu6, kann 
man dasaelbe anch dahin aussprechen, daB das mittlere 
kinetische Potential H eia Grenzwert aein mu6. 

§ 33. Beispiele. 

]Srstes Beispiel uber die Antv&ndung des Prinzipes der 
slcUionaren Wirkung. Es sei ein einziger materieller Punkt 
gegeben, auf den gar keine (expUziten) Krafte wirken und 
dessen Bewegung auch an gar keine irgendwie beschaffene 
Bedingungen geknupft sei, Dann ist V konstant und man 
sieht sofort, dafi man es ohne Beeintrachtigung der All- 
gemeinheit gleich Null setzen kann. Die Wirkung wahrend 
der Zeit i^ — (^ ist also, abgesehen von einem konstanten Faktor : 

219) 2W = fe^dt = J(u^ + v^ + w^)dt. 

An Stelle des Problems, in diesem Falle die Geaetze 
der Bewegung zu finden, tritt das geometrische Problem, 
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den Punkt aus irgend einer gegebenen Anfangslage io irgend 
eine gegebene Endlage kontinuierlich mit der Zeit so uber- 
zufiihren, daB der Ausdruck 219) bei konstantem i^, und t^ 
ein Grenzwert wird, wobei c die Geschwindigkeit, u, v, w 
deren Komponenten in den Koordinatenrichtungen aind. Da 
in diesem lutegrale die Koordinaten nicbt vorkommen, so 
ist es gar nicbt notwendig, dieselben als Variable einzufuhreo; 
maQ kann gleich die Variabela u, v uud w beibebalten ; nur 
hat man wegen der Unveranderliobkeit des Ausgangspunktes 
und Endpunktes der Bewegung die Bedingung beizufiigen, 
dafi die drei Integrale 

Jwdi, ^vii, fwdi 

lo 4, i, 

unveranderljcb seiii mussen. Um den Grenzwert des Inte- 
grals 219) unter der Nebenbedingang, da6 die letzteren drei 
Integrate unveranderlicb sein mussen, zu linden, hat man 
nach den Regeln der Variatiousrechnung zar Variation des 
ersten Integrals die der drei letzten mit wiUkiirlicheii aber 
konstanten Faktoren I, /i, v multipliziert, hinzuzuaddieren, 
wodnrch man erbalt: 

fdt[{u + A) Jm + (v + (i)Sv + {w + v)Sw-] = 0. 

In dieser letzteren Gleichung sind jetzt §u, Sv, Sw 
ganz willkiiriich. Daher miissen fur den Grenzwert ibre 
Koeffizienten gleich Null, also u — — k, v = — (t, w = — v, 
also alle drei Geschwindigkeitskoniponenten konstant sein 
(Galileis Tragheitsgesetz). 

Die Aufgabe, da6 ein einziger materieller Punkt ge- 
geben ist, auf den keine expHziten Krafte wirken, der aber 
gezwungen ist, sicb entweder auf einer vorgeschriebenen 
Flache oder auf einer vorgeschriebenen Kurve zu bewegen, 
wollen wir nicht weiter behandeln, da er nach dem Gesagten 
dem der Variationsrecbnung Kundigen keine Schwierigkeit 
bereiten diirfte. 

Zweites Beispid. Wenn die Bewegung eines freien 
materiellen Panktes mit den Koordinaten x, y, x unter dem 
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EinfluB der ScLwere zu suchen ist, so kann man die « Achae 
vertikal nach abwarta ziehen. Dann ist V gleich —mgx 
und das Problem, die Bewegung des materiellen Punktes zu 
finden, reduziert sich auf die Aufgabe, einen Punkt so kon- 
tinuierlich wahrend der gegebenen Zeit t^ — („ von einer 
beliebig gegebenen Anfangslage in eine beliebig gegebene 
! zu iiberfuhren, da6 dabei das Integral 



-^mm 



(Ay\ 



\dt, 



welches jetzt die Wirkung wahrend der Zeit t^ ~ i^ darstellt, 
ein Greozwert wird, Sncht man nach den bekannten Regeln 
der Variationsrechnung die BedingUDg hierfiir, wobei man 
am besten tut (g, <j und dt unvariiert zu lassen, so folgt: 



»/(- 



^^ ^^^^ d_y ddy j^. 



■ -\- gSx]dt= 0. 



Die partielle Integration und separate NuUsetzung der 
Koeffizienten von <)x, dy nnd dx liefert dann die bekannten 
G-leichungen : 

d'x _ d^y ^_ d^x _, 

T/' ~ ~dl^~ ~ ~dW ~ 5 - " ■ 

Die aechs Integrationskonatanten bestimmen sich dadurcb, 
daB fiir i = t^ und t = t^ die Werte der Koordinaten ge- 
geben aind. 

Auch bei dieser zweiten Aufgabe wollen wir den Fall, 
daB der materielle Punkt nicht frei, sondern gezwungen ist, 
entweder auf einer vorgeschriebenen Flache oder auf einer 
Kurye zu bleiben, so da6 der Grenzwert deaselben Ausdrucks 
aber jetzt unter der Nebenbedingung zu sucben iat, daB die 
Koordinaten die Gleicbung der Flache oder die beiden 
Gleichungen der Kurve erfiilien miissen, dem Leser iiber- 



§ 34. Helmholtz' Krafte ^ und Definition der p' durch d'ii = 0. 

In der Physik kommt baufig der Fall vor, daB die 
Gesamtkraft aus zwei Summanden bestebt, von denen der 
eine eine Kraftfunktion F hat, der andere bloB ala Funktion 
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111. S 34. Neue Dofini 






133 



-2»*.p»- 



der Zeit gegebeii ist, so da6 die nacli irgend einer Koordinate 

p^ wirkende Kraft P^ die Form hat — -^ \-^,^, wobei ^^ 

eine gegebene Fuoktion der Zeit ist, Dann hat man einfach 
den Fall einer die Zeit enthaltenden Kraftfunktimi und in 
den entwickelteii Gleichunf;eu ist zu setzen: 

220) 

Es kaiin dann das hetreffende System, seine Bewegung und 
auch die Kraftfunktion F gegeben sein und von den Glei- 
chungen die Beantwortung der Frage gefordert werden, welche 
Kr5.fte 1p^ zu den durch die Kraftfunktion F bestimmten zu 
jeder Zeit noch hinzugefugt werden miissen, um am ge- 
gebenen System die gegebene Bewegung herrorzurufen. 

Werden die Kriifte ^^ von auBern Vorrichtungen auf 
das System aosgeilbt, so sind dagegen — 5p^ die Krafte, 
welche umgekehrt daa System auf jene Vorrichtungen ausiibt. 

Helmholtz hat eine Verallgemeinerung des Prinzips 
der stationaren Wirkung gefunden, welche, well sie in der 
Elektrodynamik Anwendung findet, hier noch erwahnt 
werden soil. 

Er betrachtet 2 s vollkommen independente Variabeln 
Pi 1 Pi---Pe7 P\> P'-i- ■■ P' , ' welche im Verlaufe einer ge- 
gebenen Zeit (von (^, bis (J beliebige, sich kontinuierlich 
folgende Werte durchlaufen sollen, so dafi also jetzt von 
vornberein gar nicht vorausgesetzt ist, da6 f'^ der Differential- 
quotient von f^ nach der Zeit ist T sei eine beliebig ge- 
gebene Funktion der 2s Variabeln^, Jig ---j',, ^\ ,..^'j, jedoch 
sei es beztlgiioh der />' eine ganze Funktion zweiten Grades, 
also durch einen Ausdruck von der Form 35) gegeben. 
Zwischen den s + 1 Variabeln (, ^^, p^...p^ konnen noch n 
holonome oder nicht holonome Bedingungsgleichungen von 

der Form Ti'di + 2'' "^W^s ~ '^ bestehen. V und die 71 
seien beliebig gegebene Funktionen dieser s + 1 Variabeln, 
Er stellt nun die Forderung, daS die GrftBe 



221) 



"=/l--2(^»-l^m 



dt 
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einGrenzwertseiDsollunterfolgendenBedingungen: 1. (^,iind(j 
und die Werte der ungestrichenen p zu diesen Zeiten soUen 
nicht variiert werden, 8o daB man auch dt nicht zu variieren 
braucht, 2. die Variationen der ungestrichenen p solien die 

Bedingungen eriuUen 2^ 7rj,'?pfc = 0, 1= \,2...a. 

Da die gestrichenen p yiilUg unabhiingig sind, so mu6 
die Variation S'^ £2 , welcbe ii erfahrt, weon man sonst 
allea unverandert laBt und nur eines der p', z. B. p\, um 
§p\ wa^ihsen laBt, verschwiiiden. Die im Ausdrucke fur ii 
in der eckigen Klammer atebende Suninie erfabrt dann den 
Zuwachs 

V , ST , ■^/ , dp^\ dT „ , 

und daber wird: 

da nun Sp'. eine ganz willkiirlicbe kontinuierliche Funktion 
YOn ( ist, die nur die Bedingung zu erfitllen bat, da£ sie 
fiir jeden Wert des ( unendlich klein sein mufi, so muB der 
Faktor von Sp\ in dem zuletzt fiir §\ ii gefundenen Aus- 
drucke fUr jedes ( verscbwinden und man bat daher fiir jedes 
( und * = 1, 2 ... s: 



dpA S^T 



= 0. 



ist, so sind die Koeffizienten dieser linearen Gleichungen 
gleich den a^,, und da nach 56} die Determinante dieser 
Koeffizienten nicht verscbwindet, so kounen die samtlichen 
linearen Gleichungen 222) nur erfullt sein, wenn samtliche 

Ausdrucke von der Form p', ,— "- verscbwinden. Der in 

§ 9 fiir das Nichtverschwinden dieser Determinaute gegebene 
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Beweis gilt aueh fur rheonome generalisierte Koordinaten ; 
denn man kann sich immet denken, da6 die zwischen den 
rechtwinkligea und generalisierten Koordinaten zu einer 
bestimmten Zeit bestehenden Beziehungen anabhangig von 
der Zeit fortbestehen. Dann werden die generalisierten Ko- 
ordinaten skleronom, ohne daS die a ihre Werte andern. 

Lediglicb aus der Voraussetzung, daB der Ausdruck 221) 
unter den soeheu prazisierten Bedingungen ein Grenzwert 
wird, folgt also, was fruher Definition der ^\ war, daB 
»' = — ^ ist. Sobald aber dies bewiesen ist, wird der 
Ausdruck £1 der Grieichung 221) mit dem Ausdrucke W der 
G-leichung 202) identiseh, und da auch die Bedingungeo, 
unter denen jetzt H ein Grenzwert werden soil, identiseh 
sind mit denen, unter denen fruher W ein Grenzwert wnrde, 
so folgt, wie danials so auch jetzt, da6 die zeitliche Ver- 
anderung der p, fur welche i3 ein Grenzwert wird, die 
Lagrangeschen Gleichungen der analytischen Mechanik 
erfiillt 

§ 35. Sas Wirkungsprinzip als Grundprinzip der 
geaamten Natorwissenschaft. 

Hiatorisch fahrte natiirlioh offener oder versteckter die 
Vorstellung der Zentrikrafte zwischen materiellen Punkten 
zur allmahliclien Entwicklung der Mechanik in ihrer 
heutigea Gestalt. Daraus allein darf man freilich noch 
nicht den SchluB ziehen, daB diese Vorstellung des- 
wegen auch immer ihre Easis bleiben musae. Es kommt 
ja oft genng vor, daB ein Satz, der zuerst unter gewissen 
beach r^nkenden Bedinguogen gefundeo wurde, sich spater 
auch in allgemeineren Fallen als gttltig erweist. So konnten 
die Prinzipien der Mechanik, wie das der virtuellen Ver- 
schiebungen oder das der statiooaren Wirkung, ebenfalls 
unter Bediugungen gelten, welche sich nicht durch Zentri- 
krafte realisieren lass en. 

Es wurde in der Tat oft die Ansicht ausgesprochen, 
daB man die Vorstellung der Zentrikrafte ganz fallen laasen 
und an ihre Stelle irgend eines der allgemeinen Prinzipe 
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zur Basis der Mechanik machen solle. Wabit man hierzu 
das Energieprinzip, so muB man, da dieses viel spezieller 
ist, als die Gleichungen der Mechanik, noch eine ganze 
Reihe andorer Satze liinzunehmen und mit der Ableitung 
des Gesamtmaterials aus einem einheitlichen Prinzipe ist ea 
wiederum vorbei. Dies wS,re nicht notwendig, weiln man 
das Prinzip der stationftren Wirkung wahlen wlirde, da aus 
diesem in der Tat die Gleichungen der Mecbanik in ibrer 
Gesamtheit folgen, 

Es kann hier sogar der Fall ins Auge gefaBt werden, 
daB der Zustand von Syatemen durck andere Koordidaten 
bestimmt ist, als solche, welche die Lage in einem dreidi- 
mensionalen Raume aogeben. So baben z. B. Gfibbs, 
Helmholtz u. a. Relationen aufgestellt, in denen die Tem- 
peratur, der elektrische Zustand und ahnliche Variabele 
vorkommen und welche die mechanischen Prinzipe, besonders 
das Prinzip der atationaren Wirkung, ala apezielle FaUe eat- 
balten. AUein diese Relationen sind in anderer Hinsicht docb 
wieder viel weniger allgemein. Sie gelten manchmal ausschUeB- 
lich fur Zuatilnde, die sich nur unendlich wenig vom Gleicb- 
gewichtazustande unteracheiden. Sie entbalten ferner der 
Mecbanik fremde Dunkellieiten, wie deu Begriff der Entropie, 
der IrreverBibilitat und zalilreicbe erfabrungsmaBig gegebene 
Eigenscbaften der Temperatur, Elektrizitat etc., deren Vor- 
stellung keineswegs so einfacb ist, wie die der geometriscben 
Beziebungen von Punkten. 

Es bestebt die Moglichkeit, das Auftreten von Glei- 
cbungen, welcbe denen der Mecbanik analog sind, in der 
Tbeorie der Elektrizitat, der Warme etc., sowie die be- 
sonderen Eigenscbaften, welche den in diesen Tbeorien 
vorkommenden GroBen zukomnaen, daraus zu erklaren, daB 
diese Pbanomene durch verborgene mechanische Bewegung 
verursacbt sind und auch die Dunkelbeiten im "Verbalten 
der in der ubrigen Physik vorkommenden Gr66en durch 
mechanische Bilder aufzuhellen, z. B. die dea Entropie- und 
Irreversibilitatsbegriffes dureb Anwendung der Wahrscbeiii- 
lichkeitsrecbnung auf das Verbalten aehr zahlreicber ma- 
teriel] er Fuukte. 
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Wenn icli sage, die mechanischen Bilder konnten im- 
stande aein, derartige Dunkelheiten aufzuhellen, so meine 
ich damit nicht, daB die Lage iind Bewegung materieller 
Punkte im Haame etwas ware, dessen einfachste Elemeute 
voUstandig erklarbar sind. Im Gegeateile, die letzten Ele- 
mente unserer Eikenntiiia zu erklaren ist ilberhaupt nicht 
moglich; denn erklaren lieiBt ja, auf Bekannteres, Einfacheres 
zariickfuhren und daher mu6 das, worauf aUes zurtickgefiibrt 
wird, immer unerklarbar bleiben. Wenn daher auch alles 
aus den einfachstenGrundbegriffenderMechanikerklartware, 
so wiirden diese dafur in aller Ewigkeit geradeso unerklarbar 
bleiben, wie es heute fiir uns auch die der Elektrizitats- 
lehre sind. 

Aucb will ich nicht streiten, ob der Begriff der Lage 
im EauBie, oder der der Temperatur, oder der einer elek- 
trischen Ladung an sich klarer ist: ein solcher Streit ware 
gegenstandslos. Nur ware es sicher klarer, wenn wir nicht 
nur alle Bewegungserscheinungen an festen, tropfbaren und 
gasfijrmigen Kiirpern, sondern auch Warme, Licht, Elektri- 
zitat, Magnetismus, Gravitation, alles durch die Vorstellung 
von Bewegungen materieller Punkte im Raume, also durch 
ein einziges einheitliches Prinzip erklaren konnten, als wenn 
wir fur jedes dieser Agentien wieder ein ganzes Inventar 
ToUkommen fremdartiger Begriffe wie Temperatur, elektrische 
Ladung, Potential etc. brauchen, ob wir diese fremdartigen 
Begriffe nun ala etwas voUkommen SelbatJindiges oder als 
lauter disparate fur jede Energieform apart zu postulierende 
Energiefaktoren bezeichnen mogen. 

Wenn man sich achon uberhaupt um die kunftigen 
Jahrhunderte oder gar Jahrtausende kummern will, so will 
ich geme zugeben, daB ea vermessen ware, zu boffen, dafi 
das heutige mechanische Weltbild selbst nur in seinen 
wesentlichsten Ziigen sich in alle Ewigkeit erhalten 
werde. 

Daher bin ich auch weit entfernt, von Versuchen, allge- 
meinere Gleichungen zu suchen, von denen die mechanischen 
our spezielle Falle sind. gering zu denken. Ja ich ware 
: zufrieden, wenn ich durch 
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den Nachweis, wie klar eia Weltbild sein kann und mu6, 
dazu beigetragen hS-tte, da6 die Koustruktion eioes andereu 
noch umfassenderen und klareren Weltbildes, sei es auf 
Grrundlage des Energieprinzips oder des Prinzips der statio- 
naren Wirkung oder der geradesten Bahn, gelange. Nur 
dem Leichtsinne, welcher, bevor ein anderea derartiges 
Weltbild von der ersten Grundlage bis zur Anwendung auf 
die wichtigaten Erscheinungen, die acbon so lauge durch 
das alte Weltbild ersohfipfend dargesteilt worden sind, 
detailliert ausgearbeitet vorliegt, ja obne von den Schwierig- 
keiten der Konstruktion deaselben eine Ahnung zu haben, 
daa alte Weltbild der Meclianik flir einen liberwundenen 
Standpunkt erkiart, mOchte icb entgegenarbeiten. Vor 
allem diirfte man, wenn man das Bild materieller Punkte 
vermeiden will, nicht docb wieder in der Mechanik spater 
materielle Punkte einftihren, sondern man muBte von anders 
beschaffenen Einzelwesen oder Elementen^) ausgehen, deren 
Eigenschaften so klar wie die der materiellen Punkte zu 
scbildern war en. 

Ich schrieb das Vorstebende vor etwa sieben Jahren 
nieder, der SchluBsatz stellt also die von mir vor sieben 
Jahren gestellte Forderung dar [so alt ist der Grundstock 
dea Manuskripta fur das vorliegende Bucli]. Ich brachte 
allea das jetzt absichtlich unverandert zum Abdrucke. Was 
icb dort nach Jalirhunderten oder gar Jahrtauaenden er- 
wartete, ist in sieben Jahren zur Halfte gescbehen. 

Aber nicht von der Energetik, nicht von der Phano- 
menologie ging der Hoffnungsatrahl einer nichtmechanischen 
Naturerklamng aus, sondern von einer Atomtheorie, die in 
phantaatischen Hypothesen die alte Atomtheorie ebenso iiber- 
trifft, wie ibre Elementargebilde an Kleinheit die alten Atonie 
tibertreffen. Ich brauche nicht zu aagen, da6 icb die moderne 
Elektronentheorie meine. Diese strebt gewiB nicht die 
Begriffe der Masse und Kraft, das TrSgheitsgeaetz etc. aus 
Einfacherem, leichter Verstandlichem zu erklaren, ihre ein- 
fachsten Grundbegriffe und Gesetze werden sicher ebenso 

'} Vei^t. Wied. Ann. Bd. 60, S. 247, 1897. 
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unerklarlich bleiben, wie fiir das mechaaische Weltbild die 
der Mechanik, Aber der Vorteil, die gesamte Mechanilr aus 
anderen, fiir die Erklarung des Elektro magnetism us ohoehin 
notwendigen Vorstellungen ableiten zu koniien, ware ebenso 
groB, als wenn umgekehrt die elektromagnetischen Er- 
scheinungen mechanisch erklart werden kflnnten. Moge das 
erstere gelingeu und dabei meine vor sieben Jahren gestellte 
Forderung erfiillt werden! 

§ 36. Das Frinzip der kleinsten Wirkung. 

Wir wollen nun annehmen, daB weder die Kraftfunktion V 
nocli die Bedingungagleichungen, die nun alle holonom sein 
sollen, die Zeit explizit enthalten d. h. daB daa System 
skleronom sei. Dann braucht man t^ nicbt zu variieren, 
da man ohne Beschrankung der Allgemeinheit der unteren 
Grenze des auf die unvariierte Bewegung beziigiichen 
Integrales 202) die unt«re Grenze des der variierten Be- 
wegnng entsprechenden Integrales 203) zuordnen kaun. S t^ 
ist dann die Variation der ganzeo Zeit (j — t„, iiber welche 
die Integration sich erstreckt Ferner ist dann in der 
Gleicbung der lebendigen Kraft 

E=T+ V, 
E eine w^hrend der unvariierten Bewegung konstaute GrSBe ; 
daher wird 

W = fi^T- E)dt 

dW= 2d J Tdt - fSEdt~ESt^, 
wogegen aus Gleicbcog 207) folgt: 

SW=~ES\ +y/'il\^P\-^\''*P''t)- 
Die Vergleichung dieser beiden Werte fur d W ergibt: 
223) 2SjTdt^[SEdt+^h {q\ S'p\ - 5"^ i^p"^. 
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Wir wollen zunSchst das Prinzip der kleiosten Wirkuiig 
in aeiner alten historiachen Form aWeiten. Wir setzen 
dabei voraus, daB das Intervall t^ — t,,. ilber welches sich 
das Integral 202) erstreckt, den Zuwacha cl'(i erfahrt, und 
dies ist ein wesentlicher Unterschied von dem friiher be- 
liandelten Prinzipe der stationaren Wirkung, wo dieses Zeit- 
intervall unverandert hlieb, Feriier setzen wir voraus, daB 
die der unteren Grenze i^ entsprechenden Werte der Koordi- 
naten fur die variierte Be we gun g dies el be wie fiir die 
unvariierte Bind, da6 also Sp"^ fiir jodes h verschwindet, 
Die Geschwindigkeiten fur die Zeit i^, bei welcher sowohl 
fiir die unvariierte als auch fiir die variierte Bewegung die 
Integration beginnt, konnen zwar Variationen erfahren, jedocii 
nur so, daB die gesamte lebendige Kraft T^ im Zeitmomente t^ 
keine Vertinderung erfahrt, daB also die Konstante A unver- 
andert bleibt. Femer sollen alle Zusatzkriifte, welche noch 
eine weitere Variation der Bewegung bewirken, in keinem 
Zeitmomente eine Arbeit auf das materielle System iiber- 
tragen oder ihm entziehen. Es soil daher fur die variierte 
Bewegung 7" -f F zu Anfaug denaelben Wert E wie fiir die 
unvariierte Bewegung haben und auch zu alien spateren 
Zeiten soil die gesamte Energie T ■\- V fiir die variierte 
Bewegung denselben Wert E wie zu Anfang haben. Da 
aber auch fiir die unvariierte Bewegung T + V = E ist, so 
ist allgemein ^£"=0. 

Dies ware z. B, erfullt, wenn die Zusatzkrafte dadnrch 
bewirkt warden, daB jeder materielle Punkt in eine starre 
glatte RShre eingeachlossen wijrde, deren Mittellinie unend- 
lich wenig von der unvariierten Bahn des betreffenden 
materiellen Punktes abwiche und durch die Punkte ginge, wo 
aich der Punkt zu den Zeiten (^ und t^ bei der unvariierten 
Bewegung befand, AuBerdem soil die Variation der fUr die 
Zeit dp geltenden Geschwindigkeiten und sollen die Zusatzkrafte 
noch so beschaffen sein, daB z« irgend einer Zeit t^ + d'i^, 
welche gleich (j oder unendlich wenig verschieden von (j ist, 
samtliche materielle Punkte genau in die Lage kommen, die 
sie iur die unvariierte Bewegung zur Zeit (j batten. Dann ist 
audi Jj3\ = fiir jedes A und es folgt aus Gleichung 223) 



Hosted by 



Google 



ai.22i.] Ill, §37. Variation der Zeit. 141 

224) dfTdt^O. 

Eg 

Es wjrd also das Integral jTdl ein Grenzwert, welclie 

Aussage das alte Prinzip der kleinsten Wirkung, wie ea 
sclion lange vor Hamilton ausgesprocheii wurde, bildet, 
Dasaelbe ist nur ftir den Fall, da6 man die Zeit t^ ■— t^ 
also nach unserer Methode neben („ aueb (j unvariiert laBt, 
ein spexieller Fall des Prinzips der Btation^ren Wirkung, 

§ 37. Tariationsmethode, wobei auch die Independente, 
re&p. die Zeit variiert wird. 

Die alte Ableitungsweise des Priuzipea der kleinsten 
Wirkung, welcher aucb wir im vorigen Paragrapb gefolgt 
sind, setzt voraus, daB eine Kraftfunktion existiert, welche 
die Zeit nicht explizit enthalt. Diese Vorausaetzung war 
bei Ableitung der Gleichung 30) resp. 218a), welche den all- 
gemeinsten Ausdnick des Prinzipes der station^ren Wirkung 
darstellt, nicht notwendig. Es hat Helmholtz gezeigt, 
daB sie auch bei Ableitung des Prinzipes der kleinsten 
Wirkung nicht notwendig ist und daB daber aus ietzterem 
Prinzipe die allgemeinen trrundgleichungen der Mechanik 
ftir skleronome Koordinaten in alien Fallen abgeleitet werden 
konnen, in denen sie aus Gleichung 4), 30} resp. 218a) (der 
allgemeinsten Form des Prinzipes der stationaren Wirkung) 
abgeleitet werden konnen. 

Ehe icb aber hierzu Ubergebe, will ich noch eine 
ungemein wichtige Verallgemeinerung der Variationsmethode 
besprechen. Ich babe absichtlich bislier die Variation des 
Zeitdifferentials unterlassen, um zu zeigen, wie sie durch 
Variation der Grenzen ersetzt werden kann. Wiewohl wir 
nun auch in den spMem Paragraphen nirgends mehr das 
ZeitdifFereutial variieren werden, so will icli diese Variation 
doch in dieaem Paragraph besprechen, da ohne ihre Xenutnis 
der ganze Begriff der Variation srecbnung ein ungemein 
beachrankter bliebe. 
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Gerade bei Ableitung dea Prinzipes der kleinsten Wir- 
kung ist ea naturlicher auoh dt a!a variabel zu betrachten, 
d, h. die Annahme fallen zu lassen, daB zwei Zustande der 
unvariierten Bewegung jedesnial zeitlich gleich weit abstehen, 
wie die beiden korroapondierenden Zustande der variierten 



Es driickt danti das einer GroBe vorgesetzte S immer 
den Zuwachs aus, welcheii diese Gr&Be erfabrt, wenn man 
yon dem irgend einer Zeit t entsprecbenden Zustande der 
unvariierten Bewegung zu dem korrespondierenden Zustande 
der yariierten iibergebt, d. h. zu dem, welcher bei der 
variierten Bewegung einer ein wenig davon verschiedenen 
Zeit t -i- dt entspricbt, Dabei kann man §t ganz beliebig 
wablen, also z. B, als eine ganz beliebige Funktion von t 
auffaasen, welcbe nur kontinuierlicb und unendlicb klein 
von der Ordnung der d der iibrigen GroBen sein muB. 

Am einfachsten ist es natiiriich ailgemein ^ ( = zu 
setzen, wie wir es im friiheren taten; aber es kftnnen Griinde 
vorhanden sein, wesbalb die EinfUbnmg eines von >Jull 
verschiedenen, irgendwie passend gewablten Wertea von 
St rascher zum Ziele fiihrt. Wir bleiben also vorlautig 
ganz ailgemein und legen dem S t weiter gar keine 
Beachrankung auf, als da£ es kontinaierlicli und unend- 
licb klein von der Ordnung der S der iibrigen GrSBen 
sein soil. 

Um den Unterschied zwiscben der Variation bei Kon- 
stantbaltung der independenten Variabeln und der Variation, 
bei der aucb die independente variiert wird, noch deutlicher 
hervortreten zu lassen, will icb bier eine kurze Einschaltung 
uber die Grundprinzipien der Variationsrecbnung im all- 
gemeinen macben. Dieselbe soil nur uozusammenbaiigende 
Brucbstucke ohne jede subtile mathematische Analyse bloB 
zur Beleuchtung der geometrischen und physikalischen Be- 
deutung der betrefi'enden Begriffe geben. Sie soil aucb 
keine Einleitung zum Studium der Variationsrecbnung aein, 
aondern nur etwa zum Nebengebrauche beim Studium eines 
elementaren Lebrbucbes iiber Variationsrecbnung von einigem 
Nutzen sein. Erst nach Absolvierung dieser Einscbaltung 
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143 



will ich wieder zu unserer mechanischen Aufgabe zuriick- 
kehren. 

Das einfachste Problem der Variationsrechnung iat das 
folgeBde: Man sucht eine Funktion y =^ f {x) eiiier indepen- 
denten Variabeln x so zu bestimmen, daB ein Integral von 
der Form: 



J = jF{x,y,y') 



1 Grenzwert wird. Dabei ist y = -^ . 



und 



die konstant gcgebenen oder in gegebener oder willkiirlicher 
Weise veranderlichen Grrenzen des Integrales. 

In der Variationsrechnung denkt man sicli nun die 
Funktion /, fiir welche der geforderte Grenzwert eintritt, 
gefunden und durch eine Knrve MN (Fig. 3, 4, 5) dar- 
gestellt Dann denkt man sich die Funktion / unendlich 
wenig variiert, so daB eine unendlich benachbarte Kurve 
M' N' entsteht. Man laBt nun jedem Punikte der unvari- 
ierten Kurve MN eineu Punkt der variierten Kurve M' N' 
korreapondieren und bezeichnet die Zuwachse, welche Ab- 
szisse und Ordinate dea betreffenden Punktes erfahren, wenn 
man von irgend einem Punkte der unvariierten Kurve MN 
zu dem diesem Punkte korreapondieren den Punkte der 
variierten Kurve M' N' iiber- 
geht, mit Sx, Sy. 

Am einfachsten und in 
den meisten Fallen am beaten 
ist es, wenn man jedem Punkte 
der unvariierten Kurve den- 
jenigen Punkt der variierten 
korreapondieren laBt, welcher 
vertikal dariiber liegt, also 
dieselben Abszisse hat. Dann 
ist allgemein 5a;=0, well kor- 
reapondierende Punkte immer 

dieselbe Abszisse habon. dy aber, welches wir in diesem 
Falle als 3-^y bezeichnen woUen, ist gleich der Ordinaten- 




Fig. 3. 
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III, § 37. Variation der Zeit. 



[Gl. 224, 



differenz der beiden Punkte, in denen eine der Ordinaten- 
achse parallele Gerade die beiden Kurven durchscbneidet. 
BC in Fig. 3 ware das ^, y, wenn B der fragliche Piinkfc 
der unvariierten Kurve, C der ihm korrespondierende Puukt 
der variierten Kurve ist. 

Es kann sich aber auch aus gewissen Griinden e 
jedem Punkte der unvariiertea Kurve mit der , 
einen Punkt der variierten Kurve korreapondieren zu lassen, 
welche eine ein wenig verschiedene Abszisse x + Sx hat, 
wobei man flir iJx eine beliebige Funktion von x wahlen 
kann. Das dx des Punktes B in Fig, 3 sei dnrch das 
8tiick A A' dargestellt. Dann iat das dazu geborige Sy, 
(ias in diesem Falle mit S^y bezeicbnet werden soil, der 
Zuwachs, welclien die Ordinate erfahrt, wenn man von dem 
Punkte B der unyariierten Kurve MN, der die Abszisse x 
hat, zu dem korrespondierenden Punkte C" der variierten 
Kurve 3f' iV, also zu demjenigen Punkte dieser Kurve ilber- 
geht, welcher die Ahszisse x + Sx hat. In Fig. 3 ist CD 
gleicb S^y. dy dagegen ist immer der Zuwachs, welchen 
die Ordinate der unvariierten Kurve erfabrt, wenn man bei 
derselben die Abszisse x urn dx wachsen liiBt; die variierte 
Kurve kommt dabei gar nicht in Betracht, 

In Fig. 4 sei AA,=dx, DB,=dy. Unter dSy = Sdy 
endlich versteht man den Zuwachs, den das Sy erfahrt, 
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wenn man es ale Funktion von x ausdrllckt und in dieser 
Funktion x um dx wachsen laBt oder den dy erfahrt, wenn 
man von den beiden Punkten B und B^ Fig, 4 u. 5, deren 
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Ordinatendifferenz gleich dy ist, zh den beiden ihoen korre- 
apODiliereuden Punkten (C C^ in Fig. 4, C C^ in Fig. 5) der 
variierten Bewegung Ubergeht. lu Fig. 4 sind alle diese 
GrSBen fur den Fall dargestellt, da6 dx = i) ist, in Fig. 5 
dagegen filr den Fall, daB dx von Null verschieden ist. Im 
ersten Falle soil daa dSy mit dS^y, im lefateren raitdS^y 
bezeichnet werden. 

Die Analogie der beiden bier betrachteten Variations- 
arteu mit den soeben in der Mechanik angewandten liegt, 
wie ich glaube, klar zntage. Nur daB in der Mecbanik 
( Btatt X die independente Variable nnd statt der depen- 
denten Variablen y eine ganze Reihe voa Variablen vor- 
handen iat. Man konnte sicb bei dem mechanischen Probleme 
die Verhaltnisse in derselben Weise versinnlichen, wenn 
man die Werte des t als Abszissen und die Werte irgend 
einer der Ko ordinate n oder generalisierten Geschwindig- 
keiten oder Momente als Ordinaten darliber auftragen wiirde. 

Dies ist es, was ich uber Variationsrecbnuug im all- 
gemeinen einschalten wollte und wir kehren nun wieder 
zuT mechanischen Aufgabe zuriick. 

§ 38. tiber die Verallgemeinenmgen, welche Helmholtz 
dem Prinzipe der kleiiisten Wirkung erteilte. 

"Wir wollen also nun aucb t der Variation unterwerfen. 
Sein Zuwachs beiBe St, d. b. wir lassen dem zur Zeit t 
st-attfindenden Zustande der nnvariierten Bewegung den zur 
Zeit t + Si gehQrenden Zustand der variierten Bewegung 
korreapondieren. Wir bleiben dabei in diesem Paragraph, 
wie scbon bemerkt, ganz allgemein, d. h. wir legen dem St 
sonst gar keine Beschrankung auf, ale daB es eine kou- 
tinuierlicbe Funktion von ( und unendhch klein von der 
Ordnung der ci" der iibrigen G-roBen sein aoU. 

Wir verfahren nun in der nacbstebenden Weiae. Wir 
bilden una den Ausdruck 

225) f [2T3dt + d'Tdt + y,'' i'^Sp^df'l- 
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Diesea Ausdrnck transformieren wir id der folgenden 
Weise. Wir ersetzen das erate Glied des Ausdrucks in der 
eckigen Klammer durch 

(was sklerouome Koordinaten voraussetzt), das zweite durch: 

Die Summe dieser beiden Glieder reduziert sicli darni auf : 

226) 2^ '•*("■»■*') + 2 ?ft ''"''" ■ 

Nun ist aber p\dt = dp^, daher: 

&{p\dt) = Sdpj^ = dSpf^. 
Hieraua foigt: 

227) 2' »»•'>■■")- 2 ''•T?-'"- 

Integriert man jedes Glied der letztereo Summe, wie 
wir es friiher sclion ofters tateii, per partes, substituiert den 
so aus227) erhaltenen Ausdrnck in den nach 226) integrierten 
Ausdruck, dann diesen statt der beideu ersten Glieder des 
Ausdrucks 225) in dieeen Ausdruck, und bedenkt noch, daU 
kraft der Bewegungsgleichungen, weil die unyariierte Be- 
; eine natiirliclie sein soil, 

iat und zwar sowohl, wenn keine, aJa auch wenn Bedingungs- 
gleichungen vorhanden sind, so findet man: 

228) f [2 Tddt 4- ('VT + ^ ^'i, '^I'l) ^^} = ^'(*\ '*P\. - 1\ <*>"J- 
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Dieae Gleichung umt'aBt das Prinzip der stationaren 
und daa der tleinsteu Wirkuiig; es ist vorausgesetat , daB 
die geueralisierten Koordinaten skleronom sind.') 

1. Falls Sdt — O iat, folgt, da wir die Integratioua- 
grenzen nicht variierten, wieder das Hamiltonsche Prinzip 
recte das Prinzip der stationaren Wirkung. 

2. Wenn die Variationen der Koordinaten i'iir die In- 
tegrationsgrenzeu verschwinden und aulierdem die Variation 
speziell so ausgefiihrt wird, dafi iiberall 

229) ^^^^Ph^Ph^ 

also der Zuwachs der lebendigen Kraft immer gleicb der 
durch Variation der Koordinaten geleist«ten Arbeit ist, so 
dafi die die Variation erzeiigenden Zusatzkrafte niemals 

Arbeit leisten , so ist j2S[Td(j = 0, daher auch 



230) SfTdl = 0; 

<b 
denn die Variation derGrenzen ist hier schon durch Variation 
des Zeitdifferentiales beriicksichtigt. 

Falls ST — '^I'Pi^^p,^ nicht die Variation eines Aua- 
drucks ist. der fiir endliche Telle der unvariierteu Bewegung 
konatant ist, kann man eicb vorstellen, da6 die Bedingung 229) 
sich bloB darauf bezieht, welche Momente der variierten 
Bewegung man den verschiedenen Momenten der unvariierten 
korrespondieren laBt, so daB durch die Bedingung 229) der 
ganze Verlauf der variierten Bewegung in keiner Weise be- 
scbrJLnkt wird, dieae Bedingung vielmehr bloB die beiden 
Punltte bestimmt, welche fur die variierte Bewegung als 
Anfangspunkt und Endpunkt der Integration gewahlt werden 



') Falls die Zeit variiert wird, folgt aus dem Verschwinden der 
Variationen der reehtwinkiigen Koordinaten an beiden Zeitgrenzen 
keineswega anch das Verachwinclen der Variationen irgend welcber 
nicht skleronomer generalisierter Koordinaten an denselben Zeitgrenzeii. 
Ersteres kann dann nichtholonocnen Bedingungen widersprechen. 

10* 
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mllsaen. FUr Aofang und Ends der Integration miiasen 
dann noch die Koordinatenvariationen Yerschwinden. Denu 
da wir die Grenzen des Integrals nicht variiert haben, so 
muli der Zuatand der unvariierten Bewegung, welche fur 
diese die untere Integrationsgrenze bildet, dem Zustande 
korrespondieren, welcher fur die variierte Bewegung die 
untere Integration agrenze bildet und dasselbe muB fur die 
oberen Integrationsgrenzen gelten. 

Dies wird besondera klar, wenn eine Kraftfunktion V 
existiert, welche aber die Zeit explizit enthalt, Setzt man 
dann T+F^S, eo ist: 

ST--^i.p^Sp^ = ,)■!■;. 

Da aber V und folglicb auch E die Zeit explizit enthalten, 
so durchl^uft U sowobl fiir die unvariierte ala auch fiir die 
variierte Bewegung eine Eeihe kontinuieriich sich folgender 
Werte. Hat dann E nicht gerade fur eine der Integrations- 
grenzen ein Maximum oder Minimum, so kann die Be- 
dingung 229) dahin ausgesprochen werden, daB der Anfanga- 
zustand der variierten Bewegung dort gewahlt werden muB, 
wo fur die variierte Bewegung E denselben Wert hat, den 
es fur den Anfangszustand der unvariierten Bewegung hat 
und daB daaselbe auch fur die Endzustande, d. h. fur die 
den oberen Grenzen der Integrale entaprechenden Zustande 
gelten muB. Eine bestimmte Angabe, wie variiert werden 
muB, liegt dann nocli darin, daB fiir die beiden Integrations- 
grenzen die Variationen samtlicher Koordinaten verschwinden 



Ea geniigt dann tiberhaupt, abgesehen von den 
Stellen, wo E eiaeii Grrenzwert hat und vorausgesetzt, daB 
die Koordinatenvariation fiir die Integrationsgrenzen ver- 
schwinden, jedem Zustande der unvariierten Bewegung 
denjenigen der variierten korrespondieren zu lassen, wo E 
exakt denselben Wert hat, geradeao wie beim Prinzip der 
atationaren Wirkung solche Znatande korrespondierten , fiir 
welche t exakt denaelben Wert hat Letztere Vorstellung 
ist uns so natiirlich, da i niemala ein Maximum oder Mini- 
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mum haben oder gar far eiiie endliche Strecke konstant 
sein kann; erstere Vorstellung ist uns unnatiirlich, well 
gerade fur die wichtigsteo FaUe E wahrend der gaaaea 
unvariierten und auch wahrend der yariierten Bewegung 
konatant ist. Hat es fiir beide Bewegungen denselben koo- 
stanten Wert, so ist in richtiger Weise variiert, allein dies 
ist nicht durch die Art and Weise bewirkt, wie sich die 
Zuetande korreBpondieren. Hat dagegen E fiir beide Be- 
wegungen unendlich wenig yerschiedene Werte, so kann dies 
dorcli keine Art der Zuordming der Zustande .gutgemacM 
werden. 



§ 39. Jacobis fieleuchtung des Sinnes des Frinzipes der 

kleiusten Wirkung. Einfaches Beispiel fiir den Unterschied 

zwiscben dem Frinzipe der atationaren und dem der kleinsten 

Wirkung. 

Es aei bier noch eines Umstaades erwahnt, auf den 
namentlicb Jacobi groUes Gewicht legt. Es soil die Variation 
der Koordinaten fur beide Integrationsgrenzen verscbwioden 
uod es soil eiiie Kraftfunktion existieren, welche fiir die 
unvariierte und die variierte Bewegung die gleiche die Zeit 
nicht enthaitende Funktion der Koordinaten ist. AuBerdem 
Bollen die generalisierten Koordinaten skleronom sein. Dann 
besteht fiir beide Bewegungen die Gcleichung der lebendigen 
Kraft: 

2'+ F= konst. = E. 

Der Wert dieser GroBe E, welche jetzt als eine ge- 
gebene Konstante nu betrachten ist, soli nun beim tJber- 
gange von der unvariierten zur variierten Bewegung auch 
keine Anderang erfahren. 

Da nach Gleichung 35] 

231) 27= ^h yia -^ -^ 

' ^ ^'^^^ At dt 

ist, so folgt: 
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''"' ''-n,i::?ol/?'?"""'''''"''' 

Unter den angegebenen Umstanden muB nach Glei- 
chung 224) 

■•>fTdi = 
aein, was nach Gleichung 231) iibergeht in 

Da hier die Zeit, bei welcher die Integration beginnt, 
und ebenso die, wo aie endet, beliebig yariieren ionnen, und 
auBerdem die Zeit in dem Integrale sonst in keiner Weise 
vorkommt, als daB di ini Nfnner von --j^" steht, so kann 
man I'iir dt seiiten Wert aus Gleichung 232) einsetzen 
und erhalt 



233) 



\fy-^'_--y\/±'-±'^%.'lP.'h>^-''- 



Die Grenzen des Integrals bedeuten hier, daB von den 
gegebenen Anfangswerten der Eoordinaten zu den ebenfalls 
gegebenen Kndwerten derselben zu integrieren ist Die Zeit 
ist da ToUstandig cKminiert. Die Gleichung 233) dnickt also 
uur eine geometrische Bedingung fiir die Bahn des ina,- 
terielien Systems aus, d. h. sie bestimint die Bahnform fiir 
jeden einzelnen Punkt, und welche Punkte aller Bahnen 
ailer materiellen Punkte zusammengehoren, d. h. zu einer 
und deraelben Zeit gehorige Lagen der materiellen Punkte 
darstellen. 

Dieae „Bahn des materiellen Systems" wird dahin be- 
stimmt, daB unter Einhaltung der Bedingungsgleichungen 
die Variation 233) verschwinden mu6. "Wie aber dieae 
Bahnen im Verlaufe der Zeit zuriickgelegt werden, d. h. 
welcher Wert dea t zu jeder geometrisf.hen Konfiguration 
der Punkte gehort, wird durch die Gleichung 233) nicht 
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bestimmt, aoodern TJelmebr durch Integration der Glei- 
chnng 232). 

Da irn Integrale der Gleichuug 233) die Zeit gar nicht 
enthalten ist, so kann man sie nicht als independents 
Variable wahlen. Wollte man in diesem Integrale durchaus 
eine bestimmte independente Variable haben, so k5nnte man 
eine der Koordinaten, z. B. jOj, als solche wahlen und die 
Gleichung 233) schriebe aich in der Form 

y -yw^v y ^ ?' '^"* "^7. T^ - *' ' 



wobei natiirlich fur -^— der Wert eins zu setzen ist. 



Wir woUen nun an einem ganz einfachen Beispiele den 
Unterscbied zwischen dem Prinnipe der stationaren uiid deni 
der kleinsten Wirkung erSrtern. 

Ea bestehe das System aus einem einzigen materiellen 
Punkte, der entweder ganz frei oder gezwungen ist, auf 
eiuer vorgescliriebenen unveranderlichen Flache zu bleiben, 
imd auf den keine expliziten Krafte wirken, d. h. keine als 
eventuell die Kraft, die ihn zwingt, auf dieser Flache zu 
bleiben. Es ist V konstant, und da es fur die variierte 
Bewegung der Koordinaten gleich derselben Funktiou der 
Koordinaten eein mu8, so hat es auch fiir diese denselben 
kon Stan ten Wert. 

Da femer V -{• T unaerer Verabredung gemaB ebenfalls 
fiir die variierte und unvariierte Bewegung denselben koa- 
stanten Wert haben muB, so mu6 T und daher auch die 
G-eacbwindigkeit c des materiellen Punktes fur beida Be- 
wegungen gleich derselben Konstanten sein. Ana Glei- 
chung 224) folgt daher, da6: 



!"':--"-"f-f"' 



ein Grenzwert sein mu8. Da ferner m und o invariable 

Konatante sind, ao mu6 

234) d/ds^O 
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sein, also die Lange fds des "Weges -von einem unver- 
anderlichen Ausgangapunkte zu einem unveranderlichen End- 
punkte der Bewegung ein Gtrenzwert sein, ohne da8 die zur 
Zuriicklegung dieses Weges erforderliclie Zeit fUr die yariierte 
und unvariierte Bewegung gleich zu sein braucht. 

Wollten wir dagegen das Prinzip der stationaren Wir- 
kuug auf diesen Fall anwenden, so kSimte, wie wir sahen, 
fiir die variierte Bewegung die Geschwindigkeit von Stelle 
zu Stelle ein wenig Terschieden sein, mttBte aber so va- 
riieren, dafi die ganze Ubergangszeit Yon einem fixen Aus- 
gangspunkt zu einem fixen Endpunkte nicbt variieren wurde 
und das Integral 202), also auch (da V, t^ — i^ und m 

konstant sind) das Integral Jc^dt ein Grenzwert wlirde. 



§ 40. Verschiedene Palle, wo die Qrenzglieder 
verachwittden. 

Das Piinzip der kleinsten Wirkung laBt sich nocL 
mebr verallgemeinera. Wir nahmen bisher an, da6 der 
Ausgangspunkt und Endpunkt der Bahnen samtlicher ma- 
terieller Punkte nicht variiert, was wir den Fall A nennen 
woUen. Das letzte Glied der Gleichung 223) verschwindet 
aber aucb noch in vielen anderen Fallen. 1. Im folgenden 
Falle, den wir den Fall B nennen wollen. Sowohl die va- 
riierte als aacli die unvariierte Bewegung sollen periodiscb 
sein, so daB bei ersterer nacb einer endlicben Zeit * genau 
dieselben Bewegungszustande, sowohl Positionen als aucb 
Geschwindigkeiten und Geschwindigkeitsrichtungen, fur samt- 
liche materielle Punkte gleichzeitig wiederkehren. Dasaelbe 
soil gelten, wenn noclimals die Zeit i Terlauft und dann 
wieder nach der Zeit * u. s. f. Fur die variierte Bewegung 
soil analoges gelten; jedocb kann die Zeitdauer einer 
Periode unendlich wenig verschieden, z, B. gleich i + Si sein. 
Setzt man dann 

t^=. t„ + i, §t^ = Si, 
80 gelten fur jeden Wert des h infolge der Periodizitat 
der Bewegung die Gleichungen : 
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daher: 

Es verBchwiBden also im letzteo Gliede der Gleichung 223) 
zwar nicht die auf die obere und untere Grenze beziiglichen 
Glieder separat. aber sie werden fiir beide Grenzeo gleich, 
so daB das gaDze letzte Glied der Gleichung 223) docb ver- 
schwindet. Wir setzen jetzt immer skleronome skleronom 
bestirniute System e voraus. 

Ein dritter Fall, wo dieses Glied verschwiiidet, ist der 
folgende, den wir den Fall C nennen. Wir bezeichnen mit 
Lg die Stelle des Raumes, wo sich irgend ein materieller 
Punkt dea Systems fiir die unvariierte Bewegung zur Zeit 
ifl befindet, mit M^ die Stelle, wo er sich fur dieselbe Be- 
wegung zur Zeit t^ + dt„ befindet, rait iV^ die Stelie, wo er 
sich bei der yariierten Bewegung zur Zeit t^ befindet. Wir 
wollen ferner die Lage der Pnnkte des Systems durch 
gewohnliche rechtwinklige Koordinaten bestimmen und 
es seien: 

Ph, iih+i und j5ft+3 
die rechtwinkligen Koordinaten des eben besprochenen 
materiellen Punktes. Dann sind die Moments gleich den 
mit der Masse m multiplizierten Geschwindigkeiten ; es 
sind also 

^i^h'^h' -^"h-n^tfi und —q\^2<ili, 

die Projektionen der Geraden L^M,^ auf die drei Koordinaten- 
achsen. Dagegen sind: 

^P\j ^p\-n und c»>\+a 
die Projektionen der Geraden L^, Ng auf die Koordinaten- 
achseii. Wenn also diese beiden Geraden aufeinander senk- 
reclit stehen, so mu6, wie man sofort sieht, wenn man die 
Xosinuase der Winkel, welche jede der Geraden mit den 
Koordinatenachsen bildet, einfiihrt 
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Ebenso woUen wir mit-Lj, M,, JVj die Stellen beKeichnen, 
wo sich derselbe materielle Punkt 1. auf der unvariierten 
Balm zu den Zeiten t^, 2. auf derselben Balin zur Zeit 
ij + dfj, 3. auf der variierten Bahn zur Zeit ij + d't^ he- 
findet. Dann ist 

die Bedingung, daB auch die Geraden L^ M^ und L^ N^ aul- 
einander senkrecht stehcD. Wenn man daher die Variation 
der Anfangslage und Endlage so ausfiihrt, da6 jeder Punkt 
in der Ebene versclioben wird, welche senkrecbt steht, auf 
seiner augenbiicklichen Bewegungsrichtung in der unvariierten 
Bahn, was wir die orthogonale Grenzbestimmung oder Grenz- 
bestinamung K nennen wollen, so verschwindet das letzte 
Glied der Gleicbung 223} ebenfalls. Hierbei iat natiirlich unter 
der Variation der Kndlage die VerscMebung von der Stelle, 
wo sich der materielle Punkt in der unvariierten Bahn zur 
Zeit i^ befand, welche die obere Grenze des Integrates 202) 
bildet, nach derjenigen Stelle zu verstehen, wo er sich in 
der variierten Bahn zur Zeit t^ + St^ betindet, welche die 
obere Grenze des aiif die variierte Bahn bezughabenden 
Integrales 203) ist. 

Wenn das letzte Glied der Gleiehung 223] verschwindet, 
so folgt au3 deraelben 

235) 2<if Tdt ■-= JdEdt. 

Wir wollen nun nicht, wie wir es in den letzten vier 
Paragraphen taten, yoraussetzen, daB dem Systeme bei der 
Variation der Bewegung keine Energie zugefiibrt wird. Wir 
wollen vielmehr annehmen, die unvariierte Bewegung ge- 
schehe mit der konstanten Energie E, die variierte aber mit 
der ebenfalls konstanten, aber unendlich wenig davon ver- 
schiedenen Energie E-'rSE, so daB sich das erste Glied 
der rechten Seite der Gleiehung 223) auf {\ —t^SE redu- 
ziert. Die Kraftfunktion V soil die Zeit nicht explizit ent- 
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Wenn wir dann die GroBe 



-,'J'' 



Td I 



ah das Zeitmittel der lebendigen Kraft fiir die unvariierte 
Bewegung wahrend der Zeit t^ — („ bezeichnen, so erhalten 
wir auB Gleichung 223) jedesmal, wenn das letzte Glied 
dieser Gleichung verschwindet , also z. B. in jedem der 
Falle. welche wir zu Anfang dieses Paragraphen die Falle 
A, B und C genannt haben, die Gleichung: 

237) y ^''■'Ml/^'^' 1 ^-^'C^'l^ -'o)']' 

wobei I den naturlichen Logarithmus bezeichnet Wir wollen 
die Bedeutung diesei' Formel dnrch zwei Beispiele erlautern, 
deren erstes wir in diesem Paragraph bringen, wahrend wir 
das zweite dem folgenden Paragraph vorbehalten. l.Beisptel: 
Es soU fiir irgend ein Wertegebiet der lutegrationakoiiatanten 
der Fall B eintreten d. h. die Bewegung soil eine peri- 
odische sein, die sich nach der Zeit i, deren Large Funk- 
tion der Integrationakonstanten sein kann, genau wiederholt. 

Dies trifft zu, wenn das System ein einzelner mate- 
rieller Punkt ist, der unter dem EiiitiuB einer der Ent- 
t'ernung vom Zentrum direkt proportionalen Anziehung oder 
einer das Newtousche Gravitation sgesetz befolgenden An- 
ziehung eine Zentralbewegung macht. Im letzteren Falle 
jedoch nur fiir daajenige Wertegebiet der Integrations- 
konstanten, wo die Bahn ganz im Endliclien liegt. 

Die Integrationskonstanten sollen anfangs bestimmte 
Werte habeu, welche einer bestimmten Anfangsbewegung 
mit der Periode *,, und der mittleren lebendigen Kraft T^ ent- 
Bprechen. Dann soil dem Systeme eine kleine Energie- 
menge d'E^ zugefuhrt werden, wobei auch die Flacheu- 
geschwindigkeit eine behebige davon unabhangige Verande- 
rung erfahreu kann. Die mit diesen neuen Werten der 
Integrationskonstanten stattiindendf Zentralbewegung nennen 
wir die zweite; ihr entspreche die Periode *, und die mittlere 
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lebendige Kraft Ty Hierauf soil in gleicher Weise anter aber- 
maliger beliebiger unendlich kleiner Auderung der Flaeben- 
geschwindigkeit eine zweite Eiiergiemenge SE^ zugefiihrt 
werden, welche eine dritte Bewegungsart mit abermals veran- 
derten Werten der Integrationskoostanten zur Folge bat. 
So fahrt man fort, bis man eine ins Endliche verschiedene 
SchluBlieweguDg erhalt, iiir welcbe die betreffenden Werte 
den Index m bekonamen sollen. 

Auf jede Veranderung der Eewegung kann man dann 
die Formei 23T) aiiwenden, wobei man t^ — t^ immer gleicb 
der Periode * der betreffenden Eewegung setzt. Summiert 
man alle in dieeer Weise der Reihe nach filr die ver- 
achiedenen Verandemngen der Bewegnng erhaltenen Glei- 
cbungen, so folgt: 



2-f-Hf\i'J-Hf\i' 



Wenn sicb die Werte der Integrationskonstanten in der 
geschilderten Weise urn Endliches von ihren Anfangswerten 
entfemt haben, und dann in anderer Weise schlielilich 
wieder zu ihren Anfangswerten zuruckgekebrt sind, so woUen 
wir dies einen Kreisprozefi nennen. Fiir einen solcben ist 
T^ = j^ und t„ = «(,, daber: 

^ T 
NatiirUcb ist aber in dieseui Falle auch "^S E = i); da 
man ja zur alten Bewegnng zuriickgekehrt ist, der dieselbe 
Energie innewobnt. 

g 41. Beispiel mit orthogonaler Variation. 

Ein einziger mated eiler Punkt soli sich unter dem 
Einilusse von Kraften, die eine unveranderiiche, die Zeit 
nicbt explizit enthaltende Kraftfimktion baben, bewegen. 
Wir gehen von der unvariierten, mit der Energie E^ stattr 
findenden Eewegung zu einer unendlich wenig verschiedenen 
mit der Energie £?„ + SE^ stattfindenden Bewegnng, dann 
zu einer mit der Energie E^ + § E^ -^^ H E-. etc. statt- 
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findenden Bewegung iiber, bis wir cndiich zu einer um 
lindlicties versohiedeuen Bewegung gelangen. Die Bewegung 
soil aber letzt nicht jede'imal in einer gescHossenen Eabn 
^eschehen Es wild auch )et/t das letzte Glied der Glei- 
chung 223) Terschwinden und daher die Gleichung 237) 
gelten, wenn wir tur die erste Bewegung die Grenzen der 
Integration beliebig wahlea, aber fiir alle folgenden Be- 
wegungen die Grenzen der Integration durcli diejenige 
Konstruktion bestimmen, welche wir orthogonale Grenz- 
bestimmung oder die Konstruktion K genannt haben d. h. 
als nntere Grenze .jedes folgenden Integrales soil die Zeit 
gewahlt werden, waim der Punkt in der variierten Babn 
die Ebene passiert, welche senkrecht zur augenblicklicheii 
BewegungsrichtuDg durch denjenigen Punkt der vorigen 
Babn gelit, wn er sich daselbst zur Zeit befand, welche 
damals untere Grenze des Integrales war. Durch die 
gleiche Konstniktion sollen sukzessive die oberen Grenzen 
der Zeit gefunden werden. Dann gilt wieder die Glei- 
chung 237). 

Wenn man Jetzt abermals einen KreisprozeB durcMaufl, 
d. h. von der iirspriinglichen Bahn M^ iV^ durch fortwahrende 
Variationen zu einer ganz anderen Bahn M^N^ iibergeht und 
dann wieder in einer anderen Weise (auf einem anderen 
Wege) zur alten Bahn J/j A\ mit den alten Integrations- 
koDstanten zurUckkehrt, so mufi wieder "^SE^Q sein, aber 
2 ^ braucht nicht gleich Null zu Rein, da man durch fort- 
wahrende AnwenduDg der Konstruktion K bei Ruckkehr 
zur selben Bahn durchaus nicht immer auf dieser Bahn 
auch zu demselben Ausgangspunkte und Endpunkte der 
Integration, also zu denselben Grenzen flir t zu geiangen 
braucht, wenn man beim tJbergange Ton der Bahn J/, N^ 
■/.JXT Bahn J/j A'j zuruck nicht wieder dieselben Bahnen nur 
in umgekehrter Eeihenfolge durchlaufen hat, wie beim Hin- 
gange von der Bahn M^ N^ zur Bahn M^ N^, sondern wenn 
der Ruckweg uber ganz andere Bahnen, als der Hinweg 
erfolgt ist. 

"Wir woUen dies deutlichkeitflhalber in einem ganz 
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III. 1^ 41. Orthogonale Variation 



|CH. 237. 
Sei eine 



speziellen Falle durch Fjguren vei-sinniichen. 
endliclie Strecke der urspriinglichen Baho M^ iVj geradf 
(Fig. 6). Wir wahlen die beiden Pnnkte A und B als In- 
tegrationsgrenzen. Wir wollen namlicli immer korz sageii 





Fig. 1. 

Ein Punkt ist IntegrationsgreDze, wenn die Zeit, zu weicher 
das Bewegliche den betreffenden Punkt passiert, Integrations- 
grenze des Integrales 202) ist. Die Variation der Bahn 
bestehe anfangs darin, daB sich dieses gerade Stuck parallel 
zu sicb selbst immer melir nach links verschiebt, bis es in 
die Lage M^ N^ geiangt ist. Wenn wir die Grenzen fort 
und fort orthogonal variieren, so kommen wir endlich bei der 
Bahn M^N^ zu den Punkten C und D als Integration sgreuzen. 
Wahrend der weiteren Variation soil nun die Bahn 
sich immer mehr und mehr kriimmen, bis wir zur Bahn 
jl/j N^ geiangt sind. Sie soil aber dabei immer durch die 
beiden Pnnkte C undD gehen. Wenn wir daher welter ortho- 
gonal variieren, so horen die Punkte C und D wahrend dieser 
zweiten Periode der Variation nicht auf die In tegrationsgrenzen 
zu bleiben. Nun soil die Bahn des Beweglichen wieder zur 
alten Form zurUckkehren, aber nicht auf demselben Wege, 
auf welchem sie sich von M^ iV, in M^ jV, verwandelte. Diese 
weitere Art der Variation ist in Fig. 7 dargestellt. ICs soil 
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die Bahn zunachst ungefahr gleich gekrummt bleiben, oder 
ihre Krummung sogar noch etwas zunehmen. Dabei soil 
sich die Bahn aber immer mehr nach rechts verschieben 
(dritter VariationsprozeB). Die Reihe der Formen, welche 
die Bahn wahrend des dritten Variationsprozesses durch- 
lauft, nennen wir kurz die Kurvenschar S. 

Wenn wir jetzt die Grenzen orthogonal transformieren, 
so kommen wir fiir die Punkte, welche der oberen und 
unteren Grenze des Integralea 223) entsprechen, auf die 
Punkteschar, die die beiden dutch die Punkte G und D 
gehenden orthogonaleu Trajektorien zur Kurvenschar S 
bilden. Diese beiden Trajektorien sollen die Gerade M^ iV, , 
welche dor urspriinglichen unvariierten Bahn angehSrt, in 
den beiden Punkten E und F treffen, welche also die Inte- 
grationsgrenzen darstellen, sohald die durch die Punkte E 
und F gehende Bahn von dem Beweglichen erreicht ist. 
VoD da angefangen soli die Bahn in folgender Weise weiter 
variiert werdeo (vierter VariationsprozeB). Ihre Kriimmung 
soli sich immer mehr Termindem^ aie soil sich daher immer 
mehr der Geraden nahem, dabei aber nicht aufhoren, durch 
die beiden Punkte E und F zu gehen. Wenn wir immer 
orthogonal transformieren, so bleiben also jetzt E und F 
die Integrationsgrenzen. Der vierte VariationsprozeB soil 
fortgesetzt werden, bis wieder die alte Bahn M^ N^ erreicht 
ist und iiberhaupt wieder der ganze BewegungsprozeB der- 
aelbe geworden ist, der er hei der ursprunglichen unvari- 
ierten Bewegung war. 

Wir haben also jetzt einen voUstandigon KreisprozeB 
durchlaufen. Der BewegungsprozeB wurde fort und fort 
variiert, bis er schheBlich genau wieder der alte geworden 
ist. Die Bahn ging von der Gestalt M^^ N^ aus, transformierte 
sich allmahhch in die Gestalt M^ N^ und kehrte dann auf 
anderem Wege wieder in die ursprilngliche Gestalt M^ iV^ 

zm-tick Obwohl daher das Integral J Tdi zum SchluB 

wieder genau liber denaelben Eewegungszustand zu erstrecken 
ist, wie zu Anfang, so ist docb jetzt der Wert desselbeu 
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ein ganz anderer, weil es zwiachen ganz anderen Grrenzen 
zu erstrecken ist. UrsprunglicL waren namlich die Inte- 
gratioDSgrenzen die Zeiten, wabrend welcher das Bewegliche 
die Punkte A uad B passierte. Jetzt sind eg die Zeiten, 
wahrend welcher es die Punkte E und F passiert, welche 
rait r^ und r^ bezeichnet werden mogen. Wean wir daher 
durch daa Integralzeicben jetzt eine Summe aller wahrend 
des ganzen in Fig. 6 und 7 dargestellten Variationsprozesses 
eintretenden Zuwachse bezeichnen, so folgt au8 Glei- 
chung 23 T) 

/- .\ I.' \ A I I 

( Tdt\ 

was im allgemeineu keineswegs gleich Null sein wird. 

Um die Satze, welche vrir in diesem und dem vorigen 
Paragraphen behandelt haben noch weiter zu spezialisieren, 
konnen wir den schon im ersten Teile § 22 behandelten 
Fall einer Zentralbewegnng benutzen, welche ein materieller 
Punkt von der Masse m ausfuhrt, wenu er gegen ein feat&s 
Zentrum mit der Kraft "'-^ — ^ gezogen wird. 

Hierbei ist r die Entfernung des materiellen Punktes 
Yom Anziehungszentrum, X und a sind konstant Aus den 
dort entwickelten Formetn findet man durch Ausfuhmng 
einiger Uberaus einfacher Integrationen ') fiir die Zeit, welche 
das Bewegliche braucht, um vom Perihel (Perizentrum) zum 
Aphel (Apozentrum) zu gelangen, den Betrag: 

Femer ergibt sich das vom Perihel zum Aphel erstreckte 
Integral 



') Naheres iiber die Durchfuhrung dieser Intcgi-adonett, auf 
welche ich hier nicbt weiter eingehen will, da ea bloBe Ubungaauf- 
gaben zu den einiachaten Satzen der Integralrechnung sind, fiudet 
man Wiener Sitzungsber. Bd. 75, 11, Jauuar 1877. 
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Die Division dieser beiden Ausdriicke liefert: 



ii]/- 



Der gesamte Zuwachs der Energie aber ist SE=d 
Es folgt also: 



Fill a = geachieht die Zentralbewegung nach dem 
Newtonschen Gravitationsgesetze. Die Bahn ist, sobald 
sie uberbaupt ganz im Endlichen liegt, eine geschlossene, 
Und es iat aucb -^ ein voUstandiges Differential. lat da^ 
gegen a von Null verschieden, so sind die Babnen im 
allgemeinen nicbt geschlossen. Es ist dann auch -^=^ kein 
vollatandiges Differential der beiden als independent be- 
trachteten Variabeln k und k (der durch die Anfangswerte 
bestimmten Integrationskonstanten der Bewegungsgieichung). 
Denn es ist alierdings fiir orthogonale Variation der Grenzen 
nach Formel 237): ^-3 = \i{f Tdtf',"". 

Allein weun die Bahn nach beliebiger Variation der 
Grofien h und k wieder dieselbe wird, so werden die Grenzen 
von fTdl bei fortwabrender orthogonaler Variation keines- 

Ende 

wegs dieselben und \l{/TdlY\ hat einen von Null ver- 
schiedenen Wert. 
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IV. Analogien mit physikalischen, besonders 
warmetheoretischen Satzen. 

§ 42. Analogon der zagefdhrten Warme. 

Die spezielle Eigentiimlichteit der Gleichungen der 
Thermo dy nam ik ist dadurch bedingt, daB der Zawache der 
zugefiihrten Warme kein Tollstandiger Differentialausdruck 
ist. Nun ist aber das DifFerentiale dE der zugefilhrteii 
Energie immer ein voilstandiger Differentialausdruck, so- 
iange wir, wie in den Beispielen des vorigen Paragraphen, 
skleronome Systeme betrachten. Solacge wir uns daker anf 
die Betracktung solcker Systeme beackranken uud das Dif- 
ferential der zugefuhrten Warme mit dem Zuwachse 3E 
der Gesamtenergie in Paraliele stellen, ist also schon in 
diesem wicbtigsten Stttcke keine Analogie vorhanden. 

Es hat aus diesem Grunde schon Clausius Systeme 
betrachtet, in denen Femkrafte vorkommen, deren Wirkunga- 
gesetz sich mit der Zeit andert, so daB also an die Stelle 
gewisser, sonst in der Kraftfunktion V vorkommender Kon- 
stanten, mit der Zeit sehr langsam veranderliche Parameter 
treten und das betrachtete mechaniache System rheonom ist. 

Wenn man aich z. B, einen ein warmes Gas abschlieBen- 
den Stempel unter dem Bilde auBerer anf die Gas- 
molekille wirkender abstoBender Normalki^fte denkt, die 
bei gro6er Annabenmg an die Oberflache des Stempels 
plotzlich enorm groBe Werte annehmen, so kann man 
sich ein langsames Zuriickweicheii des Stempels unter 
dem Bilde einer langsamen Anderung der Kraftfunktion 
dieser Krafte denken. Analog fingiert Clausius auch 
Zentralbewegungen , bei denen das Wirkungsgesetz der 
Zentralkraft mit der Zeit veranderliche Parameter enthalt. 

Es tritt aber bei dieser Clausiusscben Voratellung 
der Veranderlichkeit des Wirkungsgesetzes der Naturkrafte 
eine Kechnungsschwierigkeit ein. Zur Kraftfunktion V 
dieser Krafte tritt immer eine additive willkurliche Konstante 
hinzu, welche wir dadurch beatimmt denken konnen, da6 flir 
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eine bestimmte Lage siimtUcher materieller Punkte des 
Systems (Nullniveau dea Poteatialea) F = wird. Fur 
skleronome Systems ist m Tollkommen gleichgiiltig, weiche 
Lage man hierfur wahlt. Andert sicb dagegen das Wirkungs- 
gesetz der Kraft mit der Zeit, so andert sich auch die 
Arbeit, welche- die tjberfuhrung Ton einer NulUage in eine 
andere erfordert. Der Absolutwert des V andert sich daber 
in verscbiedener Weise, je nachdem die eine oder andere 
Nulllage gewahit wird und nm vollstandig bestimmt zu sein, 
muB man angeben, welche besondere Lage man als Niill- 
lage wablt. 

Am besten ist es da wohl immer diejenige Lage zu 
wSMen, wobei alle materiellen Punkte so weit voneinander 
und von alien ubrigen auf sie wirkenden Puukten entfemt 
sind, da6 auf keinen derselben mebr eine bemerkbare 
Kraft wirkt. In pbysikalischen Fallen wird diese Wahl der 
Nulllage immer miiglich sein. Nur bei Kraftgesetzen, welche 
durch mathematische Abstraktiou konatruiert sind, z. B. 
wenn die Kraft, welche zwischen zwei materiellen Punkten 
wirkt, der Enlfernung derselben direkt proportional ange- 
nommen wird, kann diese Wahl der Nulllage unmSglich 
werden. 

Die Clausiussche Annahme, daB sich das Wirkungs- 
gesetz der zwischen den materiellen Punkten tatigen Kxafte 
mit der Zeit ver^ndert, gibt zwar eine voUstandige Ana^ 
logie mit den thermodynamischen Gleichungen; ailein in der 
Natur bemerken wir nichts, was darauf hindeuten wflrde, 
daB das Wirkungsgesetz gewiaaer Naturkrafte mit der Zeit 
veranderHch ware. Ja es wiirde sogar die physikaliscbe 
Forachung uberhaupt aufhSren, wenn wir nicht wiiBten, oh 
die Naturgesetze , welche wir heute gefunden haben, auch 
noch fiir ap^tere Zeiten richtig sein werden. Es ist daher 
unter dieser Clauaiuaschen Annabme die Energiebilanz 
eine aufierst schwankende, au einer unzweideutigen Defi- 
nition derselben kann man nur unter mehr oder minder 
wiUkiirUchen Annahmen gelangen und es empfiehlt sich, die 
Annabme der Veranderlichkeit des Wirkungsgesetzes der 
Krafte durch die Toraussetzang zu ersetzen, daB mit den 
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n materiellen Punkten, welohe das betrachtete System bilden, 
noch andere [v) materielle Puukte in Wechselwirkung stehen. 
Die letzteren Punkte soUen wahrend der unyariierten Be- 
wegung Tollsttodig uubeweglich sein; wahreod der Variation 
der Bewegung aber auBerordentlich langsam ihren Ort ver- 
andern. Dann falit auch die oben erwahnte Bechnungs- 
schwierigkeit wieder fort. 

Es wird dann nicht die gesamte den n Punkten zuge- 
flibrte Energie mit der zugefuhrten Waxme in Par allele 
gesetzt, sondera die Arbeit, welche die n Punkte infolge 
ibrer Bewegung unter dem Einflusse der tod den v Punkten 
auf sie ausgeubten Krafte gewinnen, entspricht der einem 
KSrper zugefiibrten auBeren Arbeit und bloB die ilbrige zu- 
gefuhrte Energie der zugefiibrten Warme, so da6 das Diffe- 
rential deajenigen Energieanteils, welches der zugefiibrten 
Warme entspricht, kein vollstandiges Differential ist, wahrend 
das Differential der totalen zugefehrten Energie es doch ist. 

Die Lage der n materiellen Punkte soil darch s Koordi- 
naten (die rasch veranderlicben), die der v Punkte aber 
durch g Koordinaten (die langsam veranderlichen Parameter) 
bestimmt sein. 

So erhalt man z. B. in folgender Weise ein gutes Bild 
der umkebrbaren Zustandsanderungen eines Gases, welches 
durch ein en Stempel abgescblossen ist. Die Molekular- 
bewegung und innere Atombewegung der Gasmolekiiie la£t 
man der raschen Bewegung der betracbteten n materiellen 
Punkte entsprecben. Die Molektile des Stem pels, deren 
Warmebewegung wir uns ohne erhebliche Anderung des 
Problems hinwegdenken konnen, laBt man den v materiellen 
Punkten entsprechen, welche sich nur bei Variation des 
Zustandes des G-ases (und zwar solange dessen Zustands- 
anderungen umkehrbar sind, auBerordentlich langsam) be- 



§ 43. Begriff der zyklischen und der damit verwandten 
fiewegungen. 

Es baadelt sich uun noch danim, auch der raschen 
Bewegung der n materiellen Punkte sole 
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zuzuschteiben, da6 sie sich moglichst zu einem treuen Ab- 
bilde der fur die Warmel)ewegung charakteristischen Eigen- 
schaften eignet. 

Die Aufgabe, eine kurze, systematische Zuaammeo- 
Btellung aller Grundtypen mechanischer Systeme za geben, 
welche zu diesem Beliufe verwendet wurden, wird da- 
durch erscbwert, daB viele derselben einige Merkmale mit 
andeni deraelben gemein haben und die verschiedenen 
Autoren bald die einen, bald die andeni Merkmale als die 
wesentlichsten ansahen, wodurch auch die Terminologie eine 
achwankende wurde. In der hier versucliten Zusammen- 
Btellung wird es mir daber weder gelangen seiu VoUatandig- 
keit floch groBtmogliche "Ubersicht in der Klassifizierung zn 
erreichen und ich war auch gezwungen in der Terminologie 
bald von der des einen, bald wieder von der dea andern 
Autors ein wenig abzuweicbeu. 

Wenn wir die Grundanachauungen der meclianischen 
Theorie der Warme akzeptieren, so beateht eine der hervor- 
stechendaten Eigenachaften der Warmeenergie darin, daS in 
einem warmen KiSrper zwar fortwahrend die lebhafteste Be- 
wegung der kleinsten Teilchen atattfindet, daB wir aber trotz- 
dem in dem aoBerlich sichtbaren und wahmehmbaren Zu- 
stande desaelben keine Veranderung bemerken, wahrend wir 
sonat, wenn ein Korper sich bewegt, klar walimelimen, wie 
aich der Znatand desaelben mit der Zeit fortwSJireud andert. 

Dieselbe Eigenacbaft linden wir auch auf anderen Ge- 
bieten der Physik. Auch an einem ruhenden elektrischen 
Strome von unveranderlicher Intensitat, in dessen Nachbar- 
schaft sich ruhende Magnete oder Eiaenmassen befinden, 
sehen wir auBer in der treibenden Batterie nirgends die 
mindeate zeitliche Veranderung und trotzdem erklart 
Maxwell die Eigenachaften desselben durch die Hypothese, 
daB das Wesen des elektrischen Stromes in einer heftigen 
Bewegung bestehe, deren Schauplatz teila das Innere des 
Stromleitera, tela auch det umgebende Ather ist 

Wir miisaen una alao nach mechanischeu Modellen um- 
sehen, denen ahnliche Eigenachaften zukommen. Ein Bei- 
epiel einea solchen Modellea liefert ein starrer, rand um 



Hosted by 



Google 



166 IV. §i3, Zyklische Beweguugen. [Gl. 239. 

seine Achse herum absolut symmetriBcher Eotationsk6rper, der 
keine andere Bewegung macht, ala eine rapide Drehung Tim 
djese Achse. Ein anderes Beispiel liefert ein wirbelloser 
Strom einer absolut bomogenen, inkompressibeln reibungs- 
losen FliiBsigkeit in einem in sicb selbat zurUcklaufenden 
Kanale mit absolut starren Wanden. Wir bezeichnen der- 
artige Bewegungen als zyklische. 

Spezielle zyklische Syateme wurden scbon frflber mehr- 
fach in der Mechanik und Wannetheorie besonders von 
Rankine verwendet. Maxwell behandelte zuerst allgemeine 
cyklisohe Systeme und verwendete sie zur Erklarung der 
elektromagnetischen und elektrodynamischen Erscheinungen, 
Dire Anwendung auf die Warmetheorie in allgemeinerer 
Form als es durch fiankine geachah, die Weiterentwick- 
lung der scbon von Maxwell aufgestellten Grundgleicbungen 
fur dieselben, sowie auch die Grundzuge der jetzt ublichen 
Terminologie dafiSr ist Heimholtz zu verdanken, 

Zyklische Systeme im strengsten Sinne (wir woUen sie 
im folgenden echte Zykeln nennen) sind solche, in denen 
zwar beliebige Bewegungen atattfiuden, jedoch so, daB, 
wenn irgend ein Maasenteilcben eine Stelle des Raumes 
TerlaBt, immer aofort ein vollkommen gleich beschaffenea an 
dessen Stelle tritt, welches die gleiche gleichgericbtete Ge- 
schwindigkeit hat, die auch das erstere Teilchen an dieser 
Stelle des Eaumes hatte. Eine Koordinate heiBt eine edit 
zyklische, wenn daa System eine solche Eewegong ausfuhrt, 
sobald sich diese Koordinate unter Konstanthaltuag der 
iibrigen Koordinaten verandert. 

Die Molekuiarbewegungen, welehe nach der mecha- 
niscben Warmetheorie die Warme darstellen, sind nach 
den Vorstellungen dieser Theorie keine streng zykliscben. 
Nur wegen der groBen Zahl der bewegten Molekule erreicht 
immer, sobald ein Molekiil aus einem gewissen Bewegungs- 
zustande anstritt, bald in der Nachbarscliaft ein anderes 
Molekul einen sebr ahniichen Bewegungszustand, so da6 
wir auBerlich keine Yeranderung wabrnehmen. Deshalb 
bat man den Begriff der ecbt zyklischen Systeme er- 
weitert; daa Charakteristikam der echt zykliscben Systeme 
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besteht darin, daB ihre samtlichen Eigenschaften nicht von 
dem Absolutwerte der echt zyklischen Koordinaten, sondern 
bloB von deren ADderungsgeschwindigkeiten abhangen. Der 
nacb der Zeit nicbt differ enzierte Wert einer zyklischen 
Koordinate kann daher weder im Ausdrucke fur die leben- 
dige Kraft, noch in den Ausdriicken ffir die auf das System 
wirkenden Krafte nocb in den die Bedingungen ausdriicken- 
den Funktdonen vorkommen. In Verallgemeinerung des 
Begriffs der echt zyklischen Koordinaten wollen wir nach 
dem Vorgange Hertz' jede beliebige Koordinate, deren nach 
der Zeit nicht differenzierter Wert in alien dieseu Aus- 
driicken nicht Torkommt, als eine zjklische Koordinate 
schlechtweg bezeichnen, 

Wenn in einem System e weder inner e noch auSere 
Krafte tatig sind, wie dies Hertz von alien Systemen an- 
nimmt, so sind, falis auch keine Bedingnngsgleichungen 
Torhanden sind, selbat die rechtwinkligen Koordinaten 
zyklische. 

Eine gewisse Verwandtschaft mit den zyklischen 
Syatemen haben solche Systeme, deren Bewegung eine 
periodische ist, bei denen also nach Verlauf einer gewissen 
Zeit immer wieder genau dieselben Bewegungszustande in 
derselben Reihenfolge wiederkehren, und weiche wir kurz 
periodische Systeme nennen wollen. Dieselben kftnnen, wenn 
den periodiach bewegten Massen nur eine antergeordnete 
Eolle zufallt, fast aile Eigenschaften der zyklischen haben, 
wenn sie sich z. B. nur dadurch von echt zyklischen unter- 
scheiden, daB sie rotierende Zahnrader, hin- und her- 
gehende Kolben oder sonstige oszillierend sich bewegende 
Massen enthalten. 

Helmholtz geht noch weiter und betrachtet Systeme, 
weiche bloB der Bedingung unterworfen sind, daB nicht nur 
die Summe der kinetiacheu und potentiellen Energie, sondem 
jede dieser Energien filr sich immer konstant bleibt. Er 
nennt diese Systeme isokinetische. Einen noch allgemeineren 
Begriff bildet Clausius, iudem er eine Bewegung, wobei 
niemals der Wert irgend einer der reohtwinkiigeu Koordi- 
naten oder irgend einer der Geschwindigkeitskomponenten 
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eines materielien Punktes nacli den Koordinatenriclituugeii 
iiber aile Grenzen wachst, wenn die Bewegung beliebig lang 
fortgeaetzt wird, als eine station&re bezeichnet, wofiir ich 
aber lieber das Wort „fiiiit" gebrauchen wiil. Wenn auBer- 
dem noch die Bewegung zwar nicht in dem Sinne periodisch 
ist, daB Qach Verlauf einer endJiclten Zeit alle materielien 
Punkte gleichzeitig exakt zu ihrer alten Lage, Geschwindig- 
keit und Geacliwindigkeitsrichtung zuruckkehren und dann 
wieder die gleiche Bewegung von vome beginnen, aber docli 
eine solche RegelmaBigkeit in der Bewegung herracht, daU 
das Zeitmiltel der lebendigen Kraft, einer Geschwindigkeits- 
komponente, oder dea Wertes irgend einer rechtwinkligen 
Eoordinate irgend eines materielien Punktes oder der ge- 
samten Kraftfunktion V etc. je einer festbestimniten Grenze 
nueilt, wenn man die Zeit, wahrend welcher dieses Mittel 
genommen wird, obne die Bewegung zu variieren, in be- 
liebiger Weise uber alle Grenzen wachsen laBt, so wollen 
wir eine solche Bewegung eine mesische nennen. 

§ 44. SpezieUe Beispiele. 

Wir wollen, ehe wir an die Ausfiihrung der Rechnung 
gehen, das Gesagte durch einige Beispiele erlautem. 

DaB erste Beispiel iat das schon mehrfach erwabnte, aus 
der kinetischen Theorie der Gase oder tropfbaren Flussig- 
keiten. Das System wird gebildet durch n materielle Puntte, 
die sich ganz wie nach den Anschauungen der mechanischen 
Warmetheorie die Molekule eines dem van der Waals- 
scben Gesetze folgenden Gases oder einer tropfbaren Fliia- 
sigkeit in einera zylindriachen Gef^Be mit starren Wanden 
bewegen, das oben durch einen vollkommen dichten, reibungs- 
losen Stempel abgesohlossen ist. Die Erhohung der leben- 
digen Kraft etwa durch von auBen irgend woher kommende 
MolekularstfiBe korrespondiert der zur Temp eratur erhohung 
verwendeten zugefiihrten Warme, wogegen die gegen die 
zwischen den n materielien Punkten tatigen Innenkrafte ge- 
leiatete Arbeit der inneren Arbeit korreapondiert. Die 
s Variabein sind die zur Bestimmung der Lage der n mate- 
rielien Punkte notwendigen GroBen. 
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Der Stempel bewegt sich immer nur langsam, so daB 
sein Druck immer nahe gleich dem Gegendrucke der mate- 
riellen Punkte ist, zwischen denen immer auch nahezu 
G-leichgewicht der lebeodigen Kraft beetehen soil. Die 
g Tariabeln bestimmen die Lage des Stempels. Die Arbeit 
der Kraft, welche der Stempel anf die materlellen Punkte 
auBubt, ist die auBere Arbeit. Sie ist gleicb der Arbeit, 
welche die von auBen auf den Stempel wirkenden Krafte 
leisten. Dieses System ist bei geniigend groBer Zahl der 
Molekiile ein unechtes Zykel, isokinetiscb, finit und mesisch, 
doch nicbt periodiach. 

Ztweiies Bei^iel: Zeniralhewegungsmodell. Wir betrachten 
ahnlicb, wie wir es achon am Schlusae dea Paragraphen 41 
taten, die Zentralbewegung eines einzigen materiellen Punktes. 
Aber es sei Vorsorge getroffen, daB sicb wahrend der Zen- 
tralbewegung die beiden Konetaiiten i. und a langsam Ter- 
andera konnen, welche das Gesetz bestimmen, nacb dem die 
Zentralkraft wirkt. 

An Stelle der Clausiusschen Annahme einer direkten 
Veranderlichkeit der Naturgesetze wolien wir una die Ver- 
anderlichkeit von 1 und a durch gewobnliche mecbanische 
Hilfsmittel bewirkt denkon. Handelt es sich zunScbst mn 
die Zentralbewegung eines Planeten um die Sonne , so 
konnen wir uns etwa vorstellen, daB von auBen stets Massen 
(Meteorateine) in die Sonne stiirzen, ao daB deren Masse und 
daher aucb deren Anziehungakraft gegen den Planeten mit 
der Zeit wachst. Wollte man eiuen gesohlossenen Prozefi 
analog dem Carnotseben Kreisprozesse konstruieren , so 
milBten z. B. zuerst Massen in die Sonne stUrzen. Hierbei 
■wUrde auBere Arbeit gewonnen. Dann miiBte die lebendige 
Kraft der Zentralbewegung, welcher die Warmeenergie des 
warmen Korpers entspricht, vermindert werden. Dann 
miiBten dieselben Massen wieder von der Sonne fort bis in 
unendliche Entfemung gebracbt werden. Hierbei ware 
weniger Arbeit zu leisten aia fruher beim Hineinsturzen ge- 
wonnen wurde, da ja der Planet jetzt entfernter iat und 
weniger Anziehung ausubt. Endlich muBte wieder die 
Energie der Umlaufsbewegung des Planeten durch ejne ent- 
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sprechende Energiezufuhr auf den alten Stand gebracht 
werden und wir nehmen an, daB Gestalt, Lage und Be- 
■wegungsgeschwindigkeiten zum Schlusse wieder dieaelben 
wie zu Anfang des Prozesses sind. Da hier die Bahn stets 
eine geschlossene ist, so ware bereits vollstandige Analogie 
mit dem zweiten Hauptsatze vorhanden. Wenn fdie mittlere 
lebendige Kraft des Planeten in seiner Umlaufsbewegung 
und S Q die Energie ist, die man ihm bebufs Erhiihung der 
lebendigen Kraft seiner Umlaufsbewegung wahrend eines 
unendlich kleinen Teiles des Prozesses zufiihren muB, so ist 
nicht §Q, wohl aber SQjT ein Tollstandiges Differential, 
sobald die Masse der Sonne atets so langsam zn- und ab- 
nimmt, daB die Zo- oder Abnahme wahrend eines Planeten- 
nmlaufs als klein und gleichformig mit der Zeit erfolgend 
betrachtet werden kann. Man kann dies durcb Ausfiihrung 
der Kechnung im Detail verifizieren, doch ist das Hinein- 
sturzen Yon Massen in die Sonne immerhin ein filr die 
Eechnung noch etwas unbequemer Vorgang. 

Eine physikalisch zwar etwas abstrakte, aber mechanisch 
noch weit klarere Vorrichtung, welche in grSBter Allgemein- 
beit alle denkbaren Falle illustriert, ist die folgendet eine 
sebr kleine vollkommen glatte Kugel von der Masse m be- 
wege sieb auf einer glatten horizontalen Ebene. Daran sei 
ein biegsamer massenloser Faden von unveranderlicher Lange 
befestigt, der durch ein Loch der Ebene geht, dann ver- 
tikal berabbangt und am Ende einen maasenlosen, in einer 
vertikalen Eohre reibungslos beweglichen Magnetpol A tragt 
Vertikal unter diesem befinde sich ein auBerordentlich kurzer, 
urn eine horizontale Acbse drebbarer Magnet, deasen sebr 
nahe Pole B und G heiBen sollen. 

Man kann nun dem Kilgelchen m wahrend der Zentral- 
bewegung durch kleine StoBe langsam lebendige Kraft zu- 
fiihren (dies entspricht der Warmezufuhr] und auch den 
Magneten langsam drehen (entsprechend der Bewegung des 
Stempels). So kann man den Zustand langsam variieren 
und auch wieder auf anderem Wege zum alten Bewegungs- 
zustande zuriickkehren, indem man z. B. zuerst bei weniger 
lebhafter Bewegnng dea Kiigelchens m den kurzen Magnet 



Hosted by 



Google 



Gl. 239.] IV. ^U. Spezielle Beispiele. 171 

dreht, daEn lebeadige Kraft zufiihrt, dann bei heftiger Be- 
weguDg den karzen Magnet langsain in die alte Lage zurilck- 
dreht und dann wieder gerade so viel lebendige Kraft entzieht, 
bis die lebendige Kraft den alten Wert erlangt hat und dabei 
auch die Bewegungsricbtung gerade so andert, daB schlieBlich 
wieder dieselbe Bahn bei gleicber Lage des Magnets eintritt. 
Die Variabeln, welcbe die Position der Masse m in der Ebene 
bestimmen, sind die, welche wir friiher die s Variabeln 
nannten, die g Variabeln reduzieren sich anf eine einzige, 
n^mlich den Drebungswinkel des Magnets. 

Man kann in zweifacher Weise bewirken, daB die von 
auBen anf den Magneten wirksame Kraft nicht -wabrend der 
unvariierten Bewegung periodiach veranderlich, sondern nur, 
falls die Bewegung variiert wird, langsam mit der Zeit ver- 
anderlich zu seinbraucht: erstens wenn man annimmt, daB die 
Umlaufszeit der Masse m sehr kurz und das Tragheitsmoment 
des Magneten beziiglich seiner Drebungsachse enorm groB 
ist, so daB er wabrend der Wanderung der Masse m vom 
Peribel bis zum Aphel nur eine verschwindend kleine 
Drehnng macht, zweitens wenn man anf der horizontalen 
Ebene statt einer einzigen unendlicb viele yollkommen gleich 
bescbaffene Massen m fingiert, welche alle moglichen Phasen 
derselben Zentralbewegung gleichzeitig haben, und sich, obue 
sich gegenseitig zu st5ren, unabhangig voneinander bewegen 
und alle Tom Magneten in gleicber Weise nod durch Vermitt- 
lung der gleichen bescbriebenen Vorrichtungen affiziert 
werden. Dadurch kann man das System in ein isokinetisches 
im Sinne Helmholtz' und zugleich auch in ein eclit zyk- 
lisches verwandeln, wenn namlich alle diese Massen die 
ganze Flacbe, welche sie bei der Zentralbewegung im Ver- 
lauf der Zeit bestreichen, schon zu Anfang der Zeit in 
passender Weise kontinuierhch bedecken. Doch ist dann 
zur Bestimmung der Lage irgend eines der in Zentral- 
bewegung begriffenen Massenteilchen nebst den langsam ver- 
anderlichen Koordinaten, welche die Position des oder der 
Magnete bestimmen, keineswegs die Kenntnis einer einzigen 
zyklischen Variabeln ausreichend, aondern es sind dazu nocb 
zwei Variabeln (zwei rechtwinklige Koordinaten in der Ebene, 
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Oder die BahnlaDge und die BewegEngsrichtung in gegebener 
Entfenmng vom Kraftzentram) erforderlich. 

Will man bewirken, dali die Zentralbewegung jeder 
Masse nach dem Newtonschen Gravitationsgesetze erfolgt, 
so darf man keinen gewohnlichen Magneten anwenden, 
sondern der Pol A muB Ton dem naheren Pole B mit einer 
der ersten Potenz der Entfernung verkehrt proportionalen 
Kraft angezogen, von dem entfernten Pole aber mit einer 
gleichen Kraft abgestoBen werden. Dann wird wieder nicht 
S Q, wohl aber d'QjT ein vollstandiges Differential sein. 
Hat man gleichzeitig zwei Magnete, von denen der eine von 
der eben geschilderten Bescbaft'enlieit ist, der andere aber 
nach demselben Gesetze wirkt, wie ein gewSbnlicber Magnet, 
und von denen jeder unabhangig von dem andern drehbar 
ist, 30 erhalt man eine Zentralbewegung, bei welcher die 
Zentralkraft das am Ende des Paragrapheu 41 erwahat-e 
Gesetz befolgt und die beiden Konstanten X und a unab- 
hangig Yoneinander langsam verandert werden konnen. 

Es iatdannauch ^'(p/rkeinvollstandiges Differential und 
man sieht, da6 niclit fiir alle isokinetischen und auch nicht 
alle rein zyklischen Systeme SQjT ein vollstiindiges Diffe- 
rential ist. Beziiglich der ausfiihrlichen Berechnnng aller 
Beispiele verweise ich auf Wien, Site. Ber. 11, 92, S. 853 
Okt. 1885, Exn. Rep. d. Physib 22, S. Iii5. 

DriU&8 Beispid. Eine Masse rotiert rasch urn eine Achse 
und ihre Entfernung von der Achse ist der langsam ver- 
anderhche Parameter, Es ist dies ein lehrreiches Beispiel 
fiir ein zyklisches System im weitereu Sinne nach der Be- 
zeichnuDgsweise Hertz', welches kein echtes Zykelist. Es 
soil Karze halber im folgenden immer ala das Zentrifugal- 
modell bezeichnet werden. Uber die schfine Analogic, welche 
diese einfache mechanische Vorrichtung mit dem Carnot- 
schen Satze und dem Verhalten vollkommener Gase zeigt, 
vergl, meine Vorlesungen iiber Maxwells Theorie der Elek- 
trizitat und des Lichtes 1. Baud, 2. Vorlesung, Im selben 
Buche, 4. und 6. Vorlesung, ist auch eine Vorrichtung be- 
schrieben, an welcher zwei voueinander unabhangige zyk- 
liache Bewegungen moglich sind. 



Hosted by 



Google 



Gl. 239.] IV, §45. Allgemeine Foimeln. 173 

Vieries Bei^iel: Das Flussigkeitssirommodell. Eine reibungs- 
lose, inbompressjble Flttasigkeit stromt wirbellos in eiuem 
in sich zuriicklaufendeii Kanale. Die Gestalt des Kanalea 
uod auch dessen Querachnitt an verschiedenen Stellen kana 
langsam veranderlich seiu, ohne da6 jedoch der gesamte 
Hohlrauni des Kanales variiert. Dieses System iet ein 
echtes Zykel. 

§ 45. Ea wird weder Periodizitat noch zykllscher 
Charakter der Bewegung vorausgesetzt. 

Wir wollen nun zunachst die Rechnung moglichat all- 
gemein durohfuhren. Wir denken uns n materielle Punkte 
[das Kilgelchen m des Z entralbewegungsmo dells) , deren 
Lage durch s generalisierte Koordinaten bestimmt ist 
Zwischen den letzteren kSnnen moglicherweise noeh g mit 
der Zeit voUkommen unveranderliche Bedingungen bestehen, 
die also auch fiir alle variierten Bewegungen dieselben 
bleiben miissen. 

Spater werden wir annehmen, da6 die Bewegung dieser 
n materiellen Punkte eine zyklische oder eine damit ver- 
wandte ist. Vorlaufig aber wollen wir sie noch ganz allge- 
mein lass en. 

Diese n Punkte bilden das betrachtete mechanische 
System. AuBerdem sollen noch dreierlei materielle Punkte 
w irks am sein. 

1. Mit den n materiellen Punkten sollen zunachst 
andere (m') in Wechselwirkung stehen, welche letztere ihre 
Lage im Eaume immer unyerandert beibehalten und daher 
ohne Beeintrachtigung der Allgemeinheit auch zu den 
n Punkten binzugerechnet werden konnen. Es k5nnte sich 
z. B. beim Zentralbewegungsmodelle an der Stelle, wo der 
Faden durch das Loch geht, eine fixe unveranderliche 
Masse befinden, welche eine beUebige Zentralkraft auf das 
Kugelchen m ausiibt. Solche Massen kounten auch anderswo 
in der Bahnebene des Kugelchen iix verteilt sein. 

2. AuEerdem sollen mit den n materiellen Punkten 
andere v in Wechselwirkung stehen, deren durch g genera- 
lisierte Koordinaten (die langaam veranderlichen Variabeln 



Hosted by 



Google 



174 IV. §45. Ailgemeine Formeln. [G1.2S9. 

oder Parameter) bestimmte Lage manches Mai ganz unver- 
andert, mancheB Mai wieder auBerordentlich langsam ver- 
anderKch ist. Die v Puokte werden beziiglich des betrach- 
teten Systems als auBere angesehen. Sie entsprechen dem 
Magnete dea Zentralbewegungsmodella. 

3. Es aind noch andere (iV) materieUe Punkte vorhanden, 
welcbe bloB auf die v Punkt€, also gar nicht auf die « Punkte 
wirken soUen uud daber gana auBerhalb des betrachteten 
Systems steben. Die Krafts, welcbe sie auf die ersteren 
Punkte auauben, mussen den Kraften, welcbe die n Punkte 
auf die v Punkte ausiiben, vollstandig das Gleicbgewicht 
balten, solange die letzteren vollstandig ruheu, der Zustand 
mu6 Ton dem des Gleicbgewicbtes aehr wenig verschieden 
sein, wenn sicb die v Punkte langsam bewegen, Es aind 
dies am Zentralbewegungsmodelle die Krafte, welcbe am 
Magnete den Kraften, die der Pol A auf ibn ausubt, das 
Gleicbgewicbt kalten mussen. 

T sei die lebendige Kraft der n Punkte, F die Kraft- 
funktion aller von ibrer Wecbselwirkung untereioander und 
der Wirkung der n Punkte auf sie herstammenden Krafte. 
Die Arbeit aller dieaer Kraft« nennen wir die innere Arbeit, 
die der Krafte, welcbe von den v Punkten auf die n Punkt« 
ausgeilbt werden [der auBeren Kraften), nennen wir die 
auBere Arbeit. Die auBere Kraft nacb einer Koordinate p^ 
der n Punkte, d. h. diejenige, welche vermoge der Wecbsel- 
wirkung der n und der v Punkte darauf wirkt, soil mit ^^ 
bezeichnet werden. Die zwiachen den n und den v Punkten 
wirkenden Krafte aoUen ebenfalls eine Kraftfunktion haben, 
welcbe mit £2 bezeichnet werden soil; dagegen soil die Ge- 
samtkraftfunktioii F + £i aller zwiscben den n, n uud 
V Punkten wirkenden Krafte V heiBen. Sobald man es vor- 
zieht von den v Punkten gar nicbt zu sprecben, ist die 
auBere Einwirkung auf die n Punkte einfach durch die 
Krafte 5^^ bestimmt, welche die Kraftfunktion Si haben, die 
aber dann mit der Zeit langsam veranderlicbe Parameter 
entbalt. 

Es soUen sicb zuerst die n materiellen Punkte bei un- 
veranderlicher Lage der v Punkte wahrend der Zeit t, — („ 
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bewegen, was wir als deren unvariierte Bewegung bezeichnen 
woUen. Die analog der Formel 236) berechneten Mittel- 
■werte von T, V etc wahrend dieaer Zeit soUcb mit T, V etc. 
bezeicbnet werden. 

Wir vergleichen mit der unvariierten Bewegung zunachst 
eine andere Bewegnng, welche in unendlich wenig ver- 
scbiedener Weiae geschieht, zur aelben Zeit (p, wie die un- 
variierte Eewegung beginnt, und zu einer von t^ unendlich 
wenig verschiedenen Zeit i^ + St^ endet. 

Irgend einem Zustande A der unvariierten Bewegung, 
welcher zu irgend einer Zeit ( atattfindet, korrespondiert 
immer derjenige Zuatand B der variierten Bewegung, welcher 
zur aelben Zeit t stattfindet. Im Zustande B aoll die leben- 
dige Kraft T der n Punkte um ^ T groBer sein ala im Zu- 
atande A. 

Die Werte der s Koordinaten samtlicher n Punkte 
werden ebenfalls im Zustande B etwas andere sein als im 
Zuatande A. Die durch diesen Umstand allein bewirkten 
Zuwachse von F, Q und V bezeichnen wir mit 3F, 3 £i 
und d V. lat ferner 

240) P^ = - -~ + ^^ 

die gesamte , nach einer Koordinate p^ des Systems der 
» Punkte wirkende generaliaierte Kraft, so ist also: 

241) SF+Sii = 8V = —'^hP^Sp^. 

Ea ist also S Y genau die auch im Vorhergehenden 
immer bo bezeichnete GroBe und stellt den Gesamtbetrag 
der dem Systeme der n Punkte zugefiihrten Energie dar, 
welcher auf Arbeitaleistung gegen alle auf die n Punkte 
wirkenden Krafte verwendet wird. Da ferner ST den Zu- 
wachs der lebendigen Kraft dieaer Punkte darstellt, so muBte 
den K Punkten irgendwie die Gesamtenergie 

242) bE=ST-^8V=§J^-\-S9, = SJ^,,~8,9. 

zugeffihrt werden, um den Zustand A des Syatema in den 
Zuatftnd B uberzufiihren. Die Krafte, welche dieae Energie 
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Zufnhr bewirken und auf welche wir jetzt allein den 
Namen Zusatakrafte beschranken wollen , sind ganz neue 
Er&fte, welcbe von alien wahrend der nnTariierten Bewegung 
wirkenden vSllig verschieden sind. Diese Energie d'E stellen 
wir mit der einera Kiirper zugeftihrten Warme 5 in 
Parallels, J^^ T -{• F dagegen, oder auch, wenn wir lieber 
wollen, Jy^n= T+ V, Betzen wir mit der gesamten inneren 
Energie eines warmen KOrpers, der lebendigen Kraft der 
Molekularbewegung nod der auf innere Arbeitsleistung ver- 
wendeten Warme in Paraltele. 

% 46, Daa erweiterte Syatem. 

Die Zuwachse der Kraftfunktioneu il und Y, welcbe 
daber riihren, da6 im Zustande B aucb die v materiellen 
Punkte etwas andere Lagen baben als im Zustande A, sollen 
mit S^ ii und d^ Fbezeicbnet werden, so da£ der totaie Zuwachs, 
den die GroBen V und Q beim Ubergang vom Zastande A 
in den Znstand B erfabren, 

243) S^V=SV+S,V, 6m. ii = <Ui + S,Q 
ist, und der Ausdruck 
244] §J„^y = ST+b'V-i-SyV 

den totaieu Zuwachs der Gesamtenergie /„, , = T + V des 
erweiterten Systems der n + v Punkte daratellt. 

Man kann daber sagen: Wenn die tjberfubrung aus 
dem unvariierteQ in den variierten Znstand gerade zur 
Zeit i statttande, so da6 gerade der Zustand A in den Zn- 
stand B iibergefubrt wiirde , so wUrde dem System der 
n Punkte yon den Znsatzkraften die Energie tSU, durcb die 
Einwirkimg der v Punkte die Energie — S ii zugeftibrt, so 
daB seine innere Energie um SJ^ = §T+SF wS-chat oder 
es wird von der ganzen, durch Zusatzkrafte zngefiibrten 
Energie SE der Teil ST+ SF auf Vermebrung der Eigen- 
energie, der Anteil S ii aber auf auBere Arbeitsleistung ver- 
wendet. 

a ist die Kraftfunktion der Weohaelwirkung der n und 
der V Punkte. Da es sicb bier bloB um ein mechanisches 
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Bild gewisser NaturerBcheinungen handelt, so ist ea voll- 
kommen willkttrlich, welche Punkte man dem betrachteten 
Systeme zuzahit und welche man als auBere ansieht. Es 
kann in dem eineii Falle die eiue, in dem anderen wieder 
eine andere Analogie mit den Eigenschaften warmer Kiirper 
besonders hervortreten. Man kann daher auch die v Punkte 
noch zum betraciiteten Systeme rechnen, so da6 dann 

die potentielle, und 

,/„,„= T + V=T-^ F+ Q 

die totale Energie des geaamten betrachteten Systems ist. 
Dann wJire wieder ST ~\- SV mit der zugefiihrten Warme 
aber jetzt SyV= Sy£l mit der in Form von aoBerer Arbeit 
dem Systeme zugefubrten Energie in Parallele zu setzen, 
— S, Q der auf auBere Arbeitsleistung anfgewendeten Warme, 
Wenn die Krafte, welche die Kraftfunktion i2 hahen. 
keine gewohnlichen Fernkrafte sind, sondem den Wert Null 
haben, bei einer gewissen Entfernung der Punkte, zwischen 
denen aie wirken, bei etwas groEerer oder kleinerer Ent- 
fernung aber sofort ins Unendliche anwachsen, so ist ohne- 
diea £1 konstant, daher 

und es kommeu beide Auffassungen auf dasselbe hinaus. 
Bei dem Zentrifugalmodell ist diese Bedingung ohue weiteres 
erfulit; beim Bilde eines von einem Stempel abgeschlossenen 
Gases kann man aich dieselbe jedenfalls ohne wesentliche 
Modifikation des Problems erfiillt denken, da ja auch in 
diesem Falle nur ein versehwindender Energiebetrag auf 
Veranderung der Kraftfunktion derjenigen Krafte verwendet 
wird, die zwischen den Gasmolekulen und denjenigen des 
Stempels tatig sind, also die Variationen yon H nicht in 
Betracht kommen. 

Mit ^s haben wir die Krafte hezeichnet, welche die 
V Punkte auf die n Punkte ausUben (der Stempel auf das 
Gas). Gleiche und gleich bezeichnete Krafte iiben fUr den 
Fall der Rnhe der v Punkte die JVPunkte auf die * Punkte 
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aus (die Hand oder belastende Gewichte voa der AuBen- 
aeite auf einen leicht beweglichen, daa Gas abscliiieBenden 
Stempei). Gleiche entgegeagesetzt bezeichnete Krafte iiben 
die n auf die v oder die v auf die ATunkte aus. Fur eine 
auBerordentlich langaame Bewegimg der v Punkte, wobei 
der gaaze ProzeB nahezu umkehrbar ausfallt (umkehrbare 
Ausdehnung des Gases), gilt das eben Gesagte weiiigstens 
mit sehr groBer Annaherung. 

Es ist daher — S^V auch die Arbeit, welche Termoge 
der Bewegung der * Punkte gegen die Krafte geleistet wird, 
die von dem N auf die * Punkte ausgeilbt werden und be- 
wirken, daB letztere bei der unvariierten Bewegimg in Ruhe 
bleiben, bei der variierten aber sich nur iiberaus langsam 
b ewe gen, Letztere Kjafte sind namlich den Kr^ften $,, 
YoUstandig gleicb, 

§ 47. Anwendnng des Prinzips der kleinaten Wlrkung. 

Es hat nun S E, ST und S V dieselbe Bedeutung wie 
in Formel 223 § 36. V entbalt allerdings auBer den Ko- 
ordinaten der n auch noch die der v Punkte und die die letz- 
teren enthaltenden Ausdriicke epielen im Ausdrucke filr die 
Kraftfunktion der n Punkte die Eolle langsam Terander- 
licher Parameter, sobald die v Punkte sich langsam be- 
wegen; allein dies geschieht nieraals, solange die Bewegung 
unvariiert bleibt. Wahrend der unvariierten Bewegung ist 
daher V eine die Zeit nicht explizit enthaltende Funktion 
der Koordinaten der n materiellen Punkte uud das allein 
ist zu Anfang des § 36 vorausgesetzt. Die durch unendlich 
kieine Bewegung der v Puakte eintretenden Wirkungen 
werden dort zu den Zuaatzkraften gerechnet. Ea gilt daher 
hier wieder die Gleichung 223}, namlich: 



26'fTdt^fSEdt + 2(?,; S 



Wir haben bisher die unvariierte Bewegung wahrend 
der Zeit i^^ — („ und daneben ganz davon unabhangig die 
variierte wahrend der 2eit I, + St, — L betrachtet. 
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Wirwollen uns jetzt mit der Betrachtung des tJberganges 
von der einen zur anderen beschaftigen. Da ist es zunaclist 
vollkommen gleichgultig, zu welchem oder zu welchen im Ver- 
lauf der ganzen Zeit t^ — tf, iiegeaden Zeitmomenten die Zu- 
satzkrafte den n Punkten Energie zugefilhrt habeu. Dagegen 
ist es nicht gleicbgiiltig, ob die geaamte Verriickung der 
j'Paukte io einem einzigea zwischen i^ uod t^ liegeiiden 
Momente geschah oder sich au3 mehreren Verriickungen 
z us amine nsetete und wann im Verlauf der Zeit l^ — l^ diese 
eine resp, jede der Partialverrlickungen statbfand. Der 
Wert, deB der Zuwachs § E — d £1 = d(T + F)= SJ^ der 
Gesamtenergie der «Punkte und ebenso der Wert, den der 
Zuwachs SJ„^y = ST+§F-i-Stoti^ = ST+ Stot V der ge- 
samten lebendigen Kraft und Kraftfunktion der n + v Pankte 
am Ende der Bewegung, also zur Zeit f^ + 5i, hat, ist, 
wenn die G-esamtverscliiebung der vPunkte dieselbe ist, 
naturlichdayou unabbangig, wann diese Verscbiebungstattfand. 
Dagegen ist die gesamte auBere Arbeit, sei es, da6 wir die- 
selbe als S a oder ala — Syii detinieren, davon abhangig, 
wann die Verscbiebung der xPunkte stattfand, ebenso die 
Energie ST + S V, welche die Zusatzkrafte den n Punkten 
wahread der Zeit tj — t^ im ganzen zufuliren mussen. Denn 
ietztere ist gleicli 3T + dM.V- §^ H = d'T + <i F + 3 £i. 

Es sollen nun speziell die v Punkte wabrend der ganzen 
Zeit t^ — i„ der Bewegung sich gleicbiormig aus dec Lage, 
die sie fur die nnvariierte Bewegung habeu, iu die Lage 
hintiberbewegen, welcbe sie fiir die variierte Bewegung 
haben, so da6 sie erstere Lage noch zur Zeit i^ baben, 
Ietztere aber gerade zur Zeit t^ erreicben. Wabreud also 
die Bewegung der n Punkte mit groBer oder kleiner G-e- 
schwiudigkeit gescbeben kann, sollen sich die v Punkte un- 
endlich langsam, aber vollkommen gleichiSrmig bewegen, 
so daB sie wahrend der endlichen Zeit t^ — 1„ nur sehr 
kleine Wege zurucklegen, weshalb wir die ibren EinfluB 
ausdriickeuden GroBen die langsam verauderlichen Para- 
meter genannt baben. 

Bezeichnen wir daun mit S^ ii die Arbeit, welche von 
den J' Punkten gegen die von der Kraftfunktion Q ber- 
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atammenden Krafte geleistet werden mtiBte, weun die ganze 
Verschiebung der v Punkte im Zeitmomente t Tor sich ginge, 
80 ist die bei der jetzt betracbteten allmahliclien Ver- 
schiebung der ji Punkte wabreiid der Zeit dt geleisteteii 
Arbeit gleicb 



dt. 



ik - Q 
wobei §v^ fur die verscbiedenen Phasen der Bewegung 
vei'Ecbieden, daher eine Funktion toq t ist. Die ganze von 
den vPunkten gegen die der Kraftfunktion i3 entatammen- 
den Krafte wahrend der Zeit (^ — t^ geleistete Arbeit ist 
also im FaJle der allnaahlichen Veracbiebung der j^ Punkte 

245) S, Q^ = -1-jfd, n 

Wenn dabei auch passende Zusatzkrafte wirken, welcbe 
mit der Verschiebung der vPunkte zuaammen die unvariierte 
Bewegung in die variierte ilberfiihren, so daB sich die 
materiellen Punkte zur Zeit t^ noch in der Weise bewegten, 
weiche der unvariierten Bewegung zu dieser Zeit entapricht, 
wogegen sie sich zur Zeit i^ + 5(j genau in der Weise be- 
wegen, weiche ihnen in der variierten Bewegung zur Zeit 
i^ -J. Si^ (der der Endzeit (j der unTariierten Bewegung 
korreapondierenden Zeit) zukommt, so mussen die Zusatz- 
krafte den n materiellen Punkten die Energie 

246) <?0 = d'T+ S\„^V-~--j8..iidt = j^fi'T+ 8V)dt 

zufuhreu. Wann wahrend der Zeit d, — t^ und in welcher 
"Weise die Zusatzki^fte wirken, iat hierbei gleichgiiltig, so- 
bald nur der Etfekt der ist, da6 schlieBlich genau die 
variierte Bewegung erzeugt wurde. Denn wenn der ganze 
Euer^ezuwaehs der m Punkte und die Gesamtverschiebuog 
der V Punkte, also dadurcb auch die nach auBen abgegebene 
Energie dieselben sind, so iat dadurcb die von den Zusatz- 
kraften zugefuhrte Energie bestimmt.') 

') Fails das System eiu edit zjklisnliea ist, d. h. falls ia der 
uiivariiei-ten Bewegung an die Stelle jeder Masse, die ihren Plata 
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Nun ist aber ST+ §V dieselbe GrfiBe, die in Formel 
223 § 36 mit SE bezeichnet wurde und man erbalt daher 
ana Gleichung 246 

247) (ij ~Q3Q= 2S(Td I - ^ (?; S^l - ql Spl). 



§ 48. Betrachtang periodischer Bewegimgen. 

Falls sowohl die navariierte als auch die variierte 
Bewegung periodisch sind, kaon man sich die drei im 
vorigen Paragraphen behandelten Bewegungsarten , die un- 
yariierte, die variierte und den allmahlichen tjbergang 
¥011 der einen zur aiidern leicht zeitlich nacheinander 
realisiert denken. Ist i die Periode der unvariierten, 
i + Si die der variierten Bewegung, so kaon man setzen 
(j = (ii + i, dt.^^ = Si. Man kaon sich dann zunacbst 
mebrere Male wahrend der Zeit i die unvariierte Be- 
wegung vor sich gehend, dann wabrend der Zeit i (auch 
2*, 3i) die i^Punkte langsam versehoben und aucb die Zusatz- 
krafte wirkend und endlich mebrere Male wabrend der Zeit 
i + di die variierte Bewegung ablaufend denken. Man 
denkt sich dann alle diese Vorgange nacheinander im Ver- 
laufe der Zeit sich abspielend und kann, wenn man will, 
die Unterscheidung zwiacben zeitlicben Anderungen und 
Variationen ganz fallen lassen. 

verliiBt, aogleich eine andere gieich beschaffene, mit einer gleichen 
gleichgeriehteten Gcesehwindigkeit begabte Masse tritt, so daB die 
* Punkte auf die letatere genau so wie auf die ergtere wirken und 
falls dasselbe auch. far die variierte Bewegung stattflndet, ao hat c5^ SI 
fur alle t den gleichen Wert und die obige Pormel giit auch, wenn 
die f Punkte sicb nicbt gleichfiirmig ans der unvariierten in die 
variierte Lage bewegen, die SuGere Arbeit iat dann ganz davon un- 
ahMngig, wann die Verschiebung der v Punkte erfolgt. Doch wird 
noch immer vorausgesetzt, daB die Gesamtbewegung der t Punkt* 
wShrend der Zeit i, — t^ sehr klein ist. Selbst wenn sie ruokweise 
erfolgt, BO darf immer nach eadlicher Zeit wieder ein nur unendlieh 
kleiner Rack gesebehen. Unter dieser Bedingung kann man dann 
die GrSEen, welclie den EinfluB der v Punkte ausdriicken, noch immer 
als die lan^atn verSnderlichen Parameter betrachten. 
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In dieBem Falle, daB sowolil die unTariierte Bewegung 
als auch die variierte periodisch sind, werden auch, wie 
wir geseben haben, die Variationen an beiden Grenzen gleich 
und es ist: 

daber 

248) '-f-2^>- = Sl[i-T)', 

wobei I den natiir lichen Logaritbmus bezeicbnet. Nun 
berrscbt eine nabezu vollstandige Analogie mit dem zweiten 
Hauptsatze. 

Man gehe zu immer anderen und anderen variierten 
Bahnen tiber, wobei aucb die vPunkte immer andere and 
andere Lagen annebmen, sicb aber unendlich langsam gegen- 
iiber den wPunkten bewegen oder bei zyklischer Bewegung 
der wPunkte vielleicht auch immer nacb einer endlichen 
Zeit einen unendlich kleinen R,uck machen so]len. In dieser 
Weise variiere man die Bewegung fortwabrend, bis man 
endlicbe Anderungen aller GroBen erhalt, und durchlaufe 
schlieBlicb einen Yollatandigen KreisprozeB, d. h. man kehre 
endlicb wieder zur selben Bewegung der wPunkte, verbunden 
mit gleicher Lage der vPunkte, zuriick, ohne daB man 
jedoch genau dieselben Bewegungen der » und Lagen 
der j/Punkte einfach in umgekehrter Eeibenfolge wieder- 
kebren lieB. 

Dann wird die Summe aller hierbei durch die Zueatz- 
krafte den n Pankten zugefulirten Energie, welche wir ein- 
fach mit / ^ bezeichnen wollen, fur alle diese Variationen 
der Zustande im allgemeinen nicht yerschwinden, obwohl 
man zum SchluB wieder zum Anfangszustande zurUckgekebrt 



wird 



"HQ 



immer gleich Null sein. Denn SQjT ist nach 248) der 
Zuwachs von 11^ Tf, | -^ ist also die Differeni: der Werte 
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TOD I {i Tf im Anfangs- und Endzustande. Da im betrachteten 
Falle aber der Anfangs- und Endzustand identisch sind, so 
mu6 diese Differenz Nul! sein. 

Wenn man z. B., was wir den ProzeB A neonen woUen, 
zuerst die v Punkte verschiebt, dann die BeweguDg der 
n Punkte beschleunigt, dann die v Punkte wieder in ihre 
alte Lage bringt und schlieBlich den n Punkten wieder so 
viel Energie entziebt und auch ihre Geschwindigkeits- 
richtungen gerade so andert, da£ ihre Bewegung genau 
wieder die alte wird, so wird fSQjT immer verschwinden. 
Dagegen wird fSQ im allgemeinen nicht Null sein. 
Letzterer Ausdruck wird naturhch tou gleichem Absolutr 
werte, aber entgegengesetzt bezeichnet sein, wenn man irgend 
eine Reihe von Bewegungszustanden der n tind Lage der 
)' Punkte gerade in der entgegengesetzten Weise darchlEuft. 
(Prozefi S.) 

Dem Prozesse A entspricbt der folgende Vorgang: man 
laBt ein Gas sich zuerst ausdehnen, dann erwarmt man es, 
driickt es dann bei der hoheren Temperatnr auf das alte 
Volumen zusammen und kUhlt es schlieBlich wieder ah, bis 
es den alten Zuatand aiigenommen hat, alles in umkehrbarer 
Weise. Die direkte Umkehr eines solchen Vorganges ent- 
spricht dann dem Prozesse B. 

Die von uns betrachteten Systeme unterscheiden sich 
insofem von warmen Korpern, als ihr Zustand durch ihre 
Energie und die Lage der v Punkte (die auBere Umgehung) 
noch keineswegs bestimmt ist. So kann eich z, B. der 
materielle Punkt m des Beispiels 2 des § 44 bei gleicher 
Energie und gleicher auBerer Umgebung im Kreise oder 
in einer ellipsenartigen Bahn etc. bewegeo. 

Da C'^S (die Entropie) =2l(if) ist und jede Funktion 
derselben mit dem integrierenden Faktor multipliziert wieder 
integrierender Faktor sein muB, so ist auch i integrierender 
Faktor von dQ. Da i die Zeit ist, innerhalb welcher ein 
Teilchen einen ganzen Umlauf macht, so ist 1 /*' die (ganz 
oder echt oder unecht gehrochene) Zahl der zyklischen 
TJmlaufe in der Zeiteinheit. 
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Unter einer periodischen Bewegang verstanden wir in 
dieaem Paragraplien selbstTerstandlich eine solche , bei 
welcher nach Ablauf der Periode dieselben Werte der 
rechtwinkligen Koordinaten aller materielien Punkte wieder- 
kehren. "Wahreud, wie wir aahea, periodische Bewegungen 
die vollkommenste Analogic mit dem zweiten Hauptsatae 
zeigen, so gibt uns die am Schlusse des § 41 und in g 44 
1 2 behandelte Zentralbewegung in einer unge- 
i Bahn ein Beispiel einer nicht periodischen Be- 
wegung von folgenden Eigenschaften; sie ist soost den in 
diesem Paragrapben behandelten eehr ahnlich und kann 
aogar durcb Betracbtung unendlicb vieler in der gleichen 
Ebene bewegter Massenpuokte in eine echt zykliscbe (alier- 
dingB nicht monozyklische) verwandelt werden; docb ver- 
schwindet fiir dieselbe schon bei fixer Lage der v Punkte 
(der Magnete, von denen die Werte von X und a abh3,ngen), 
daher um so taehr bei variierender Lage der v Punkte, 
fSQjT uber einen vollstandigen KreieprozeB eretreckt 
nicbt, ja I? Q hat iiberhaupt keine integrierende Faktoren, 

Nur durcb die Annahme des gleichzeitigen Vorhanden- 
seins selir vieler Systeme mit alien moglicben Fl^chen- 
gescbwindigkeiten, unter denen die ZustJtnde nacb den 
1 der WahrBcheinlichkeitsrechnang verteilt sind, kann 



in diesem Falie die 
der WSrmelebre wie 
Durcb die glei 



die Anaiogie mit dem zweiten Hauptsatze 

wiederbergeatellt werden. 

leiche Annabme wird auch der oben er- 
wabnte Mangel an Anaiogie zwiscben warmen Korpem und 
dem von uns jetzt betrachteten Systeme von n materielien 
Punkten beaeitigt, daB der Zustand der ersteren zur volleii 
Bestimmtheit auBer der Angabe der auBeren Dnist§,nde nur 
der dea Wertes einer Variabeln [der Temperatur) bedarf, 
wahrend auf die Bewegung der betrachteten Systeme iiehst 
der Lage der v Punkte und dem Energieinhalte nocb andere 
die Anfangsbewegung der n Punkte bestimmende Integrations- 
konstanten ibrer Bewegungagleichungen von EinfluB sein 
konnen. Hierauf soil jedocb bier nicht naher eingegangen 
werden. 
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§ 49. Theorie der Zykeln. 

Wir gehen nan speziell zur Entwicklung einiger Lehr- 
satze aus der Theorie der Zykeln uber. Wir verstehen, 
wie schon erwg,hnt, anter zyklischen Koordinaten schlecM- 
weg solche, welche undifferenziert weder im Ausdrucke file 
lebendige Kraft noch auch in dem fiir die wirkenden Krafte 
oder etwa vorhandenen BedingnDgsgleichungen vorkommen. 
Wie ebenfalls bereits erwahnt, sind, falls keine Kr§,fte 
im gewohnlicbeii Sinne der Mechanik und keine die Be- 
■wegungsfreiheit bescbrankenden BediogungeD existieren, auch 
die rochtwinkligen Koordinaten zykliscbe. AUein sie defi- 
niereo keine finite, d. h. keine Bewegung, bei welcber fur 
beliebige Zeiten die rechtwinkligen Koordinaten und ihre 
Differentialquotienten nach der Zeit zwiscben endlichen 
Grenzen eingescblossen sind. Dagegen ist die Variable, 
welche die Winkeistellung des im § 44 als Beispiel 3 
beschriebenen Zentrifugaimo dells definiert, eine zyklische 
Koordinate im erweiterten Hertzschen Sinne, welche, 
obwoh! sie selbst mit wachsender Zeit ins Unendlicbe 
wachsen kann, doch unter alien Umatanden eine finite Be- 
wegung bestimmt. 

Eine ecbt zyklische Koordinate dagegen ist eine solche, 
welche eine echt zyklische Bewegung bestimmt, d. h. weun 
sie unter Konstanthaltuiig aller anderen Koordinaten ver- 
anderlich ist, so muB an die Stelle jeder Masse, welche 
ihren Ort im Eaume verlaBt, sogleich wieder eine andere 
vollkommen gleicb bescbaffene mit der gleichen Geschwindig- 
keit in gleicber Richtung bewegte Masse treten, worin das 
Merkmal der echt zyklischen Bewegung besteht. 

Es sei ein System gegeben, welches folgende Bedingungen 
erfiillt; 1, unter den Variabeln, welche die Position seiner 
materiellen Punkte bestjmmen, seien zyklische. 2. Gegen- 
uber den Anderungsgeschwindigkeiten der zyklischen Variabeln 
(den zykliscben Geacbwindigkeiten) seien die Differential- 
quotienten nach der Zeit (Anderungsgeschwindigkeiten) der 
librigen Variabeln, welche zur Bestimmung dieeer Position 
auBerdem nocb erforderlich sind, sebrklein; diese letztereu 
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Variabeln heiBen deshalb die langsam Verg-nderlichen oder 
die Parameter; endlich 3. seien die zykliechen Beschleu- 
ni gun gen ebenfalls aehr kleiu gegenilber den zyklischen 
Geschwindigkeiten, d. h. die Andemngen der zyklischen 
Geschwindigkeiten, welcbe innerhalb von Zeitraumen ein- 
treten, wahrend denen sicb die Absolutwerte der zykiiachen 
Koordinaten schon sehr bedeutend verandert baben, seien 
noch immer sehr klein, Dann nennen wir das System ein 
zyklisches System oder nocli ktirzer ein Zykel. 

Ist seine Bewegung zadem eine finite, so nennen wir 
es ein finites Zykel. Sind die zyklischen Variabeln lauter 
echt zykliscbe, so nennen wir es ein echtes Zykel. Ist nur 
eine unabbangige zyklische Variable vorbanden, so heiUt 
das System ein Monozykel; sind deren zwei, so beiBt es 
ein Bizykel; sonst im allgemeinen ein Polyzykel; wenn n 
unabhangige zyklische Variabeln vorbanden sind, ein w-Zykel, 

An dem aiiBerlicb wahrnehmbaren Zustande eines echten 
Zykels ist also, solange die Parameter konstant bleiben, 
trotz der lebhaften Bewegung innerhalb desselben keine 
Veranderung bemerkbar. Es zeigt sich dies an warmen 
KOrpern, an Drahten, die von konstanten elektriscben 
Strijmen durchflossen sind, aber auch an einem absolut 
symmetrischen, um seine Achse rotierenden Kreisel oder einer 
YoUkommen homogenen, in einer in sich znrucblaufenden 
R6hre strfimenden Miissigkeit. Wenn dagegen die zyklischen 
Geschwindigkeiten und die Parameter sich langsam andem, 
so entspricht dies einem Gaae, welches langsam erwarmt 
oder umkehrbar ausgedebnt oder komprimiert wird. Ein 
anderes Beispiel ist die iangsame Intensitatsanderung oder 
mechanische Ortsveranderung eines von einem elektrischen 
Strome durchflossenen Drabtes, oder die Iangsame Be- 
wegung oder Deformation eines rotierenden KiJrpers oder 
eines von ponderabler Fliissigkeit durcbstromten Kanales. 

Man kann die in den §§ 45 — 47 entwickelten all- 
gemeinen Foruieln aufZykeln anwenden, dabei aber manche 
Vereinfacbungen anbringen. Das Zykel soil wieder aus 
« materiellen Punkten bestehen, deren Lage also teils durch 
zyklische, teils durch langsam vei^nderUche Koordinaten 
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beatimmt ist. Erstere woIIce wir mit p^^, letztere mit p^ be- 
zeichnen. Zwischen ilmen solien keine Bedingungsgleichungeo 
mehr bestehen. Diese n materiellen Punkte enteprechen 
denjenigen, welche wir auch in den §§ 45 — 47 die « mate- 
riellen Piinkte nannten. 

Da die j>(, nicht undifFerenziert in dem Ausdrucke fiir 
T Yorkommen, so sind die nach den zjklischen Koordinaten p-^ 
wirkenden Krafte (die zyklischen KrSfte) 

249) P. = 4|, 

wobei 

260) ,.-|f_. 

Die Krafte P^ enteprecben den Zusatzkraften der §§ 45 — 47; 
die durch sie dem Zykel zugefuhrte Energie soli die zykliecb 
zugefubrte beiBen; sie entapricht der zugefiihrten Warme. 
Da femer die G-lieder, welcbe zweite Ableitungen der^^ 
oder p^ nach der Zeit enthalten oder welche beziiglich der 
p'^ von der 1. oder gar 2. Ordnung sind, als veracbwindend 
angesehen werden gegeniiber denjenigen, welcbe bloB p^ und 
p\ enthalten, so sind die nach den Parametem p^ wirken- 
den Krafte 
251) P=-|^. 

Da T eine homogene quadratische Funktion der p',^ ist, so 
kBnneu alle p\ und p^ konstant, daher pi,' = y„=0 sein, 
wenn alle P^ verschwinden. Dagegen miissen, wenn dies 
stattfinden soil, die P^ im allgemeinen von Null verschiedene 
Werte haben. Wir unterscheiden nun verschiedene Klassen 
von nach den Parametern p^ wirkenden Kraften, Dieselben 
konnen teils von der Wecbselwirkung der n Punkte her- 
stammen, teila auch von der Wirkung anderer materieller 
Punkte, welche den n Punkten der §§ 45 — 47 entsprechen 
und wie diese ein fiir allemal fix im Raume sein und die 
tixen materiellen Punkte beiBen solien. Sie konnen tibrigens 
hier wie dort auch den n materiellen Punkten zugerechnet 
werden. Diese, teils von der Wechaelwirkung der n Punkte, 
teils von der Einwirkung etwa vorhandener fixer materieller 
Punkte auf sie herriihrenden Krafte, welche wir alle als 
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innere Krafte bezeichaen, sollen jedeufalls eiue skleronome 
Kraftfunktion haben, welche wir wieder mit F bezeichaen. 
Der gesamte aue dieser Ursache herstammende Anteil von 
P„ iat also - |^ ■ 

Dazu miissen, damit die f^ konstant bleiben, im all- 
gemeinen noch weitere Krafte hinzukommeii, welche wir 
mit 9p^ bezeichnen iind die aiiBern nach den Parametern 
wirkenden Krafte nenneo. Die materiellen Punkte, YOn 
denen sie ausgehen, entsprechen den v materiellen Punkten 
der §§ 45—47 und sollen auch wieder die * materiellen 
Punkte heiBen. Sie warden fur das betrachtete System als 
auBere angesehen. 

Wenn exakt p'i = f'^= ist, also die zyklische Be- 
wegung YoUkommen stationar ist, so bleibt auch die Lage 
der * Punkte voilstandig unverandert und muB eine solcbe 
sein, daB exakt 

252) P = SR _ IZ = _ 11 

ist Dies entspricht dem, was wir in §§ 45 — 47 die un- 
variierte Bewegung genannt haben. Set^en wir hier in der 
Theorie der 2ykeln wieder 

253) T-F^H, T+ F=. E, 

wobei die Euchataben H und E dieselbe Bedeutung wie in 
§§ 45 — 47, aber eiue etwas andere ala in den Ubrigen A.b- 
scbnitten dieses Buches haben, so konnen wir die Glei- 
chungen 249) und 252) auch so schreiben: 

254) %=--i^' -P* = ^-f^- 

Weun die langsam veranderhchen Parameter und die 
Werte der p\ sich sehr langsam verandern sollen, so miisseu 
die $^ ein wenig von den durch die obigen Gleichungen ge- 
gebenen Werten und die P^ ein wenig von Null verschieden 
sein. Diese letzteren Krafte entsprechen dann denjenigen, 
welche wir in §§ 45 bis 47 die Zusatzkrafte genannt haben 
und sollen auch hier wieder diesen Namen beibehalten. Die 
von ihnen zugefuhrte Energie, die zyklisch zugefuhrte Energie, 
entspricht in der Warmetheorie der zugefuhrten Warme. 
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Die latgsame Veranderung, welche die zyklische Be- 
wegung durch die Zusatzlsrafte sowie vermoge des Uiostandea 
eri^hrt, da6 die von den v Punkten ausgehenden Krafte nicht 
genau die durch die Gleichung 252) bestimmten Werte ^^ 
haben, entspricht dem, waa wir in den §§ 45 — 47 die Variation 
der BeweguDg genannt baben; jedoch ist es gegenwSrtig 
nicbt notwendig , die durch die langeame Bewegung der 
)' Pankte und die Wirksamkeit der Zusatzkrilfte eintretende 
allmahlicbe Anderung der stationaren zyklischen Bewegung 
ala ein Problem der Variationsrechnung aufzufassen und die 
dabei eintretenden Zuwachse durch Verwendung des 
Zeicbens S besonders hervorzubeben. Man kann vielmehr 
diese aHmahliohe Zuataodsanderung als eine gewohnliche 
unter dem Einflufi der Zusatzkrafte und der Lagenanderung 
der V Punkte im Verlaufe der Zeit stattfindende Bewegung 
auffassen. Es liegt dies besonders nahe bei den echten 
Zykeln, bei denen die unvariierte Bewegung gar keine sicht- 
bare Zustands anderung darstellt, so da8 erst bei deren lang- 
samer Variation wabrnelimbare zeitliche Veranderungen auf- 
treten. 

Die Werte von T, F etc. fiir einen beliebigeu Zeit- 
moment der unvariierten Bewegung fallen fiir Zykeln mit 
den Mittelwerten T, V etc. derselben GroBen fllr die un- 
variierte Bewegung zusammen. Es ist gleichgultig , in 
welchem Zeitmomente der unvariierten Bewegung die 
Variation beginnt, welche ganz den Cbarakter einer unter 
dem Einfiusse gegebener Krafte stattfindenden mecbaniechen 
Bewegung hat und auch beliebig lange andauern, allmahlich 
7.U einer endlichen Variation wachsen und zu einer beliebigen 
Zeit enden kann. Wenn in irgend einer Phase derselben 
plotzlich p^'=p^' = wird, erhalt man sofort die dieser 
Phase entsprechend zu denkende unvariierte Bewegung. 

Ea tritt hier dentlich zutage, wie die am Eingange 
dieses Buches betrachtete Variation ganz allmahlicb sich 
dem Cbarakter einer gewSbnlichen , im Verlaufe der Zeit 
stattfindenden Bewegung beliebig nahem kann, bei welcher 
nur einzelne Koordinaten viel rascber, andere viel langsamer 
veranderlicb sind. 
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Wir wollen fur diese allmahlicli mit der Zeit eiatreten- 
den Anderangen der zyklischea Bewegungeu noch immei- 
den Namen Variationen beibehalten uod audi die Bcwegungs- 
gleichungea fUr die Anderungen der p^, welche dadurch 
eintreten, daB die ^^ nicht genau die durch die Gleichungeii 
252) und 254) gegebenen Werte haben, erst in § 53 auf- 
schreiben. 

% 50. Der iBtegrieretide Paktor des BiffereatiaU der 
zykliach zugefiUuten Energie. 

Die Arbeit, welche wahrend der Variation der zyb- 
lischen Bewegungen in der Zeit dt von der Kraft Pj geleistet 
wird, ist nach Gleichung 249): 
255) dQ^ = F^ dp^ = P^p^ dt ^p^'dq^. 

Die Summe d Q aller d Q^ ist die gesamte von alien 
Kraften Pj (den zyklischen oder Zusatzkraften) geleiatete 
Arbeit, welche wir die dem Systeme zyklisch zugefiibrte 
Energie genannt haben and welche der zugefiihrten Warme 
analog ist. 

Falls das System ein Monozykel ist und man die 
eiozige zyklische Variable ohne Index schreibt, so erhalt man 

dQ =p' dq 
und wegen T = 



256) 



dQ 



Differential und Iq 
die Entropie. 

Diese Formel findet Anwendung auf alle echten Mono- 
zykeln, innerhalb deren behebige Massen eine zyklische Be- 
wegung machen, so daB sie alle innerhalb derselben Zeit i 
gleichzeitig zu ihrev Ausgangslage zuriickkehren und dann 
Ton neuem dieselbe Bewegung machen. Solche Monozykeln 
werden von Helmboltz als einfache echte Monozykeln be- 
zeichnet und man sieht leicht, daB sie einen Spezialfall der 
in § 48 behandelten periodiacben Systeme bilden. 

We no ein Zykel verschiedene Masaensysteme besitat, 
deren jedes eine in dieser Weise in sich zurucklaufende 
Bewegung macht, und wenn die Perioden i,i^,i^, ... ftir die 



Hosted by 



Google 



G-1. 258.] IV. § SO. Integrierender Faktor. 191 

verscliiedenen Systeme verschieden sind, so heiBt das System 
ein ungefesaeltes, oder nur teilweise gefesseltes Polyzykel, 
sobald die Dauer dieser Perioden auBer voa den Werten 
der langsam veranderlichen Parameter anch noch Ton denen 
mehrerer unabhangiger zyklischer GeschwiDdigkeiten abhingt, 
dagegen ein voUstandig gefesseltes Polyzykel, oder ein zu- 
aammengesetztes Monozykel, wenn sie auBer von den Para- 
metem nur noch von dem Werte einer eiuzigen ayklischen 
Geschwindigkeit abhangt. Wenn im letzten Falle die Zahl 
der Verhaltnisse -!- 1 ~, ■■ ■ eine endlicbe ist und die Werte 
dieser "Verhaltnisse von denen der Parameter (der lang- 
sam veranderlichen Koordinaten) vollkonimen unabhangig 
eind, so kann man sich diese Verhaltnisse ohne wesent- 
Hche Anderung der mechaniscben Bedingungen als ratio- 
nale, wenn auch mit sebr groBem gemeinsamen Nenner 
denken und daher einen langeren Zeitraum ./ finden, inner- 
halb dessen die Bewegung aller Massensysteme gteichzeitig 
eine periodiach wiederkebrende ist, so da6 das gesamte 
niecbaniscbe System ein einfaches ecbtes Monozykel von 
der Periode J darstellt und alles von eiuem solchen Be- 
wiesene darauf anwendbar ist. 

Dies wird aber zweifelhaft, wenn die Anzahl der Ver- 
baltnisse -^ t -^ , ■ ■ . eine unendlich groBe iat und gilt jeden- 
falls nicht mebr, wenn die Werte dieser Verbiiltnisse kon- 
tinuierlicbe Funktionen der Parameter sind, weil dann die 
zyklischen Koordinaten im Vereine mit den Parametem im 
allgemeinen nicht mebr ein System bolonomer Koordinaten 
bilden.^) Alle entwickelten Fonnehi gelten aber nur fiir 
holonome Koordinaten; denn wie wir schon in § 4 anf S. 16 

') Borohards Journal Bd, 98, 1. Heft S. 87, 1885; Wien. Site.- 
Ber. Bd. Ill, S. 1603 J902. Wenn z. B. die parallelen Drehungs- 
achsen zweier KBrper aich nach entgegengeaetzter Seite koniach ver- 
jungeii und ein Transmiasionsriemen oder eine Priktionsscheibe ao 
dazwisclien kontinuierlich verschiebbar ist, daB sic bald einen dickeren 
Teil der ersten Aehae mit einem duniieren der zweiten, bald wieder 
nmgekelirt verbindet und man den Weg 3 eines nicht in der Drehungs- 
aehae liegenden Punktes des ersten KSrpers ala zyklische, die Ver- 
Bchiebung a dea Riemens oder der Friktionsschelbe als iangsam ver- 
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in der Anmerkung erwahnteii, werden im ganzen Buche, mit 
Ausnahme der §§ 27 und 28. unter generalisierten Koordi- 
naten immer nur holonome generalisierte Koordinaten ver- 
standeu. Wir woUen hieraof nicht naher eingehen nnd nur 
noch den Beweis filr einen sehr allgemeinen, von Helmholtz 
gefandenen Satz fuhren. 

Sei ein beliebiges, zasammengesetztes monozyklisches 
(also Tollstandig gefesaeltes polizjklisches) System gegeben, 
dessen langsam verSnderliche Koordinaten mit p^, dessen 
rascii veranderliche Koordinate mit p bezeichnet werden soUen, 
Es wird vorausgesetzt, daB bei passender Anderung der ^ die 
Bewegnng in genau ahniicher Weise vor sich gehen kann, 
wobei nur samtliche G-eschwindigkeiten nait einer konstanten, 
fiir alle Geschwindigkeiten gleichen, aber ganz willkiilirlicben 
Zabl n multipliziert, also gewissermaBen die Zeitdauer aller 
Vorgange auf den ji-ten Teil reduziert erscheint; wenn dann 
nur ein einziger langsam yeranderlicher Parameter p^ vor- 
handen ist, so ist die gesamte im Systeme enthaltene leben- 
dige Kraft immer integrierender Nenner des Differentials 
der von aiifien zngefuhrten Energie; sind dagegen mehrere 
p^ vorhanden, so gilt dies ebenfalls jedesmal dann, wenn 
jenes Differential iiberhaupt integrierende Faktoren besitzt. 

Sei zunachst nur ein langsam veranderlicher Parameter ^^ 
vorhanden, so werden zwei G-attnngen von Zustandsande- 
mngen mSgHcli sein. Erstens bei ungeanderten Babnformen 
dndert sich blo6 die G each win digkeit aller beweglichen Teile 
proportional. Zweitens andern sich die Bahnformen. Die 
Gestalt der Bahnen hangt daher nur von einer einzigen 
unabhangig veranderlichen GroBe ab, wahrend die andere 

dnderiiche KoordmiTe wahlt, 30 geUngt ein nieht m der Kotatvons 
achse lie^eiidei Punkt des zweiten Kcrpeiij im allgememen niclit in 
dieaelbe Stelle, wenn zuerHt s um erne endliche GruBe a und dann a 
um eine ebenfails endliche GrS2e a wachst uder wenn zuerst a um 
o und daan erst t nm cr wSchat Wenn akn auch durch o und rfs'rf/ 
s^mthohe Geschwmdigkeiten, also falls wir ein echtes Zykel vor una 
haben, der ^anze erkennbare 7ustand desaelben gegeben 1st, so sind 
doeli nicht dureh die Angabe der Werte von a und s die Poaitionen 
Sdmtiieher Punkte des Systema beatinimt, « uud s amd alsu nicht 
holonome verallgememerte Koordinaten 
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unabhangjg yeranderliche GrStle bloB die Geachwindigkeit 
bestimmt, mit welcher die Bahnen durchlaufen werden. 
Falls man daher die Grrenzen immer so variiert, da6 das 
letzte Giied der Gleichung 223) verschwindet, muB man bei 
der Eiickkehr zur alten Bahn aucb zu den urspriinglichen 
Grenzen zuriickgelangen, die beiden Glieder in Gleichung 238) 
reclits werden identiscb und dQjT wird ein vollstandiges 
Differential. 

Falls mebr als ein laiigaam veranderlicher Parameter j>^ 
esistiert, ist T im allgemeinen nicht mehr integrierender 
Nenner von d Q, da man bei Wiederkehr zu genau demselben 
Zustaude dea Systems im allgemeinen nicht mehr zu den- 
selben Integrations grenzen znriickkommen wird, sobald die 
Grenzen immer so gesindert werden, daB daa letzte Glied in 
Gleichung 223) verschwindet; docli laBt sich auch in diesem 
Falle beweiaen, daB T integrierender Nenner sein mu6, falls 
uberhaupt integrierende Faktoren von d Q existieren. Sei 
allgemein dQ = MdN und man wahle T und die p^ als die 
independenten Variabeln. 

Nach dem eben Bewieseuen muB, sobald alle p^ bis auf 
eines konstant sind, T integrierender Nenner von d Q sein; 
ist also g irgend einer der Indizes a und do das zum 
Faktor 7* hinzuti'etende Differential, so folgt zunachst: 

Diese Gleichung muB fur alle Wertekombinationen der 
dabei als konstant vorausgesetzten Variabeln Pj,pj, ■■■Pg_i, 
P +!■•■ gelten. Wenn also M und N gegeben sind, so ist 
daraus <t bis auf einen nur die letzterwahnten Variabeln 
enthaltenden Ausdruck bestimmt. Dasselbe gilt auch flir 
jeden beliebigen anderen der Indizes a, z. B. h\ man hat 
also eben so 

258, «(^f"+|f^P.) = ^(|?"+1it^J'.). 
wobei natiirlich die Identitat von (t und rj^ noch nicht er- 
wiesen ist. Aus dieser und der Gleichung (257) folgt un- 
mittelbar: 
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Es k6nnen sicli also o und a^ nur urn GroBen unter- 
scheiden , welche kein T, sondem nur die p^ enthalten. 
Wir wollen setzen: it^ = u + 11^, t^ = ff + U,,, wobei die 
n nicht melir Fnnktionen von T sind; dann folgt aws der 
G-leichung 257) 

260) ^Vf=^% 

trnd 

fur jeden Wert you g\ hieraua ergibt sich weiter 
262) dQ = MdN= TiydT + '^^-^^dp^, 

die Summe ist uber alle mSgliclien Werte des Index g zu 
erBtrecken. Da laut tJbereinkunft d Q einen integrierenden 
Faktor hat, so muB es jedenfalls auch einen besitzen, wenn 
man alle p^ bis auf zwei derselben, etwa p^ und p^, konstaut 
setzt. Dividiert man dann nocb das Differential d Q durch 
T, so ergibt sicb: 

Nach dem Gesagten mu6 auch dieser Differentialaus- 
druck einen integrierenden Faktor baben. Schreibt man die 
bekannte Bedingung dafiir bin, so sieht man, daB aus der- 
selben folgt: entweder 

dT 
Oder 

2641 _^!5_ = J!^ 

' dp,dp^ dp,Bp,. 

filr alle Wertepaare Ton g und k. Die erste Gleichung 
kann nie erfuUt sein, da sonst bei Konstanthaltung der p^ 
zur Erbohung der lebendigen Kraft gar keine Energiezufuhr 
notwendig ware. Es mussen daher die Gleicbungen 264) 
gelten, aus welchen folgt, daB 2 g ^ '^Pg ^^^ komplette Dif- 
ferential einer Funktion II der p^ ist, wesbalb dann 
d Q = Td{a + n) wlrd. 
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§ 51. Adiabatiaolie und iaozyklische Sewegnng. 

Wenn fiir ein beliebiges Zykel alle -Pj = aind, 
die *p„ Ton den durch die Gleiehungen 252) und 254) 
gegebenen Weiien verschieden sind, so da6 die Para- 
meter p^ sicli langsam verandern, so nennt man die 
Bewegung eioe adiabatische. Dann folgt aua den Glei- 
ehungen 249), daB die Momente ?j beziiglich der zyklischen 
Koordinaten alle koastant sein mUsaen. Die zyklischen Ge- 
Bchwindigkeiten p\ aber werden sich dann infolge der lang- 
Bamen Anderung der Parameter allmahlich ebenfalls lang- 
sam anderu, Wenn dagegen die P^ wahrend der langaamen 
Anderung der Parameter steta solche Werte haben, daB die 
p\ exakt unverandert bleiben, so nennt man die Bewegung 



Ein Beispiel fur die adiabatische Bewegung bildet ein 
um seine Aehse rotierender Eotationskorper, oder das im 
% 44 als Beispiel 3 beschriebene Zentrifugalmodell, wenn 
niemals ein um die Rotationsaclise drebendes Moment wirkt. 
Dagegen macht das Zentrifugalmodell eine isozyklische Be- 
wegung, wenn durcb passende, an der Kurbel wirkende 
Krafte $j seine Umdrehungsgeschwindigkeit stets konstant 
erhalten wird, obwohl sich die versohiebbare Masse m der 
Drehungsachse bald langsam naliert, bald langsam davon 
entfemt. 

Fhysikalische Analogien fiir die adiabatische Bewegung 
Bind wanne Korper, bei deren Zustand sender ung Warme 
weder zugefilbrt noch entzogen wird (daher der Name 
adiabatisch auch fiir die analogen Bewegungen mechanischer 
Zykeln], elektrische Stromkreise, in denen unveranderliche 
elektromotorische Krafte tatig sind, bewegte, mit konstanten 
Elektrizitatamengen statisch geladene Leiter etc. Die ent- 
sprechenden physikalischen Vorgauge werden iaoEyklisclien 
Bewegungen analog, wenn die Temperafur der warmen 
Kfirper, die Stromintenaitat der elektriscben Strome, das 
Potential der elektrostatisch geladenen Leiter konatant er- 
halten wird. Bei einem rotierenden Korper tritt isozyk- 
liscbe Bewegung ein, wenn er in liiemen- oder Zahnrad- 
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ferbindung steht (gekoppelt ist) mit einem rotierenden 
Schwungrade von uneiidlicher Masse oder einem zu Rotation 
mit konstanter Winkelgeschwindigkeit gezwungenen KiJrper; 
physikalische Analogien bietet ein warmer Korper, der mit 
einem unendlicben Warmereservoir gut ieiteiid verbuudou 
ist, ein elektrischer Leiter, dessen Enden auf konstantem 
Potentialunterschied erhalten werden (mit den Polklemmen 
des Elektrizitatswerkes verbunden sind), in der Elektroatatik 
ein zur Erde abgeleiteter Korper, was Helmlioltz auch als 
Koppelung mit der Erdej dem Warmereservoir nsw. bezeicimet. 

In Gleicbung 254) sind die partiellen Differential- 
qnotienten so zu versteben, da6 die 'p\ konstant zu halten 
aind, also die Zustandsandeningen isozjkliscb zu gescbeben 
haben. Wir wollen, wie es schon in § 9 geschah, partielle 
Differeotialquotienten, bei deren Bildung die f\ als konstant 
zu betracbten sind, mit dem Index p', solcbe dagegen, bei 
deren Bildung die q^ als konstant zu betracbten sind, mit 
dem Index 5 bezeicbnen. 

Man kann daher sagen: R ist die Kraftfunktion der 
nach den Parametem p^ wirkenden Ki^fte '^^ fur isozyk- 
liscbe Zustandsanderung, ibr entspricbt in der Tbermo- 
dynamik das isotherme therm odyn am iscbe Potential; bei 
jeder isozyklischen BeweguDg ist 

die YOn den auf das Cykel wirkenden Kraften $^ bei Ande- 
mng der p^ dem Zykel zugeflihrte [d. b. die in Form von 
auBerer Arbeitsleistung zugefuhrte) Energie. Da der ganze 
Energiezuwachs dE=dF+ dT ist, so folgt dQ=2dT, die 
zyklisch zugeflibrte Energie ist daber gleich dem doppelten 
Zuwaebs der kinetiscben Energie. 
Nacb Gleicbung 63) ist 



Man kann also die erste der Gleichungen 254) aueb 

schreiben : 

265] % = -^ - 
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Die auBeren KrSfte '^^ konnen daher auch als die 
adiabatischen partiellen Differentialquotienten von E nach den 
Koordinaten p^ und — E als die adiabatische Kraftfunktion 
bezeiclmet werden. Die gesamte, durch auBere Arbeits- 
leistung dem Systeme zugefuhrte Energie ist also bei adia- 
batischer Bewegung gleich dE, also gleicb dem geaamten 
Energiezuwachs, was seibstverstandlich ist, da sie in diesem 
Falle die einzige Energiezufubr ist 

Durcb Anwendung des gefundenen Theorems, daB so- 
wohl bei adiabatischer als auch bei isozyklischer Zustands- 
anderung die auBeren Krafte eine Kraftfunktion haben, auf 
die Warmetheorie erhalten wir folgenden Satz: Wenn ein 
warmer fester Korper durch beliebige auBere Krafte adia- 
batisch oder isotherm beliebig deformiert wird, so ist die 
Deformationsarbeit immer ein vollstandiges Differential, als 
ob die auBeren Krafte solchen, die von ruhenden Masseuteilchen 
herriihren, das Gleicbgewicht hielten, wenn auch die Masseu- 
teilchen des Korpers in lebhaftester Warmebewegung be- 
griffen sind. 

§ 52. Hertz' reziproke Beziehungen. 

1. Es moge sich der Zustand eines Zykels langsam 
adiabatisch einmal so verandern, dali nur der Parameter p^ 
und dp^ wachst, das andere Mai so, daB nur der Parameter 
p^, um dp^, wachst Im ersten FaJle mSge die nach p^. 
wirkende auBere Kraft ^^, um d^^., im zweiten Falle die 
nach p^ wirkende auBere Kraft ^^ um d^^ wachsen, dann 
ist immer 

dps ~~ dp^. ' 
dasselbe gUt auch, wenn alle Bewegungen iaozykiisch er- 
folgen, wir konnen diese beiden Itelationen ausfiihrlicher 
80 sehreiben: 

B,%. ^ 5^ ^^^ dp, ^„, ^ d^^ 

dp„ dpa, 8 Pa dpa, ' 

der Beweis folgt unmittelbar aus den Qleichungen 254) und 
265), d. h. ans dem Umstande, daB die auBeren Krafte so- 
wohl fiir die adiabatische als auch fiSr die isozjklische Zu- 
standsanderung eine Kraftfanktion haben. 
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2. Wegen 

(letzteres nach 60)}, findet man 

266) ||=_4|i. 

Wenn daher eic bei Konstanz aller iibrigen q und aller 
Parameter erfolgender Zuwachs eines zjklischen Momentes 
jj um dq^ einen Zuwachs der nach einem Parameter p^ 
wirkenden Kraft 5|J^ um d^p^, bewirkt, so bewirkt ein adia- 
batischer und bei Konstanz der iibrigen Parameter erfolgende 
Zuwachs Ton p^ um dp^ einen entgegengesetzt wie d'^^ 
bezeichneten Zuwachs (eine Abnahme) der zyklischen Ge- 
schwindigkeit p\ um dp\ und zwar iat das Verhaltnis der 
als Ursachen angenommenen Zuwachse rf^^ und dp^ zu den 
als Wirkangen betrachteten Anderungen {d?[5„ und dp'^ 
gleich (wie Hertz sagt, das Verhaltnis zwischen tJraachen 
und Wirkung ist in beiden Fallen gleich). Es ist unter 
die sen speziellen Umstandenj 

267) i|__gl. 

Da fiir ein Monozykel dp^ und dq^ gleich bezeichnet 
sein mu6, so gilt for ein solchea auch folgender Satz: "Wenn 
eine Vermehrung der zyklischen Geachwindigkeit p' bei 
Konstanz der Parameter die Kraft nach irgend einem Para- 
meter p erhoht, so muB ein adiahatischer Zuwachs dieses 
Parameters bei Konstanz der anderen die zyklisohe Ge- 
Echwindigkeit p' vermindern. 

3. Es mSge die Kraft P^ den in Gleichung 267) vor- 
kommenden Zuwachs dq^^ in der Zeit di erzeugen, so ist 
dq^ = P^dt, andererseits ist ^^ = -^^ die Geschwindigkeit, 
mit welcher dann die Kraft "^^ unter den Umstanden wachst, 
unter denen die Gleichung 267) gilt. Die linke Seite der 
Gleichung 267) ist daher gleich %'JPi und wenn man fiir die 
rechte Seite wieder deutUchkeitshalber zur Schreibweise der 
Gleichung 266) zurijckkehrt, so folgt aus 267) 



268) 



5, P',. ^ 
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in Worten: Wenn alle Parameter konstant und alle nach 
den zyklischen Koordinaten wirkenden Krafte bis aaf eine 
(Pj) gleich Null sind, so soil wahrend der Zeit d t die uach 
dem Parameter p^ wirkende Kraft ^^ um ^^^t wachsen, 
dann bewirkt eine adiabatiache Zunahme von p^ unter Kon- 
stanz der ilbrigen Parameter eine Abnabme von p\ und es 
ist wieder das Verhaltnis von Ursache und Wirkung in 
beiden Fallen gleich, wenn wir die Kraft Pj als Uraaclie, 
die Andemngsgeschwindigkeit ^'^ der Kraft 5p^ als ihre 
Wirkung, und andererseits den Koordinatenzuwacbs dp^ als 
Ursacbe und die Abnabme — dp\ der zyklischen Ge- 
schwindigkeit p\ als deren Wirkung betrachten. 

4. Wegen 

«: 8^„j «^ 

hat man 

269) -*%--¥^. 

' dp apa 

d. h. wenn bei Konstanz der ubrigen zyklischen Geschwindig- 
keiten und der Parameter ein Zuwacbs einer zyklischen 
Geschwindigkeit p\ einen Zuwachs der nach einem Para- 
meter p^ wirkenden auBeren Kraft 5)J^ bewirkt, so bewirkt 
auch ein isozykhscher Zuwachs von p^ bei Konstanz der 
ubrigen Parameter einen Zuwachs des zu p\ gehorigen 
zyklischen Momentes ^^ und zwar ist, wie Hertz abgekiirzt 
sagt, wieder tlir unendlich kleine ZuwSchse das Verbaltnis 
von Ursache und Wirkung in beiden Fallen gleich. Auch 
hat fur Monozykeln wieder der Zuwachs der zyklischen 
Geschwindigkeit dasselbe Vorzeichen, wie der dea zyklischen 
Momentes. 

5. Genau so, wie ana Gleicbung 266) die Gleichung 268) 
gewonnen wurde, so kSnnen wir auch aua Gleichung 269) eine 
neue bilden. Bei Bildung des partiellen Differentialquotienten 
der rechten Seite der letzteren Gleichung ist angenommen, 
daB die ^^ und P^ solche Werte haben, daB alle p\ und 
alle Parameter mit Ausnahme eines einzigen p^ konstant 
bleiben. Die dabei nach der zyidischen Ko ordinate j>^ 
wirkende Kraft soil Pj, die Zuwaehse von p^ und 5^ wSlirend 
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der Zeit dt aber sollen dp^ und rfjj heiBen. Dann ist der 

Quotient ^ gleich der in Formel 269) mit -^^ be- 

zeicbneten Gr66e, es ist aber aucb dp^=p\dt und dq^ = P^(Lt'. 
daher 

und man kann die Gleichung 269) in der Form scbreiben 

In Worten ausgedriickt: Wenn bei Konstanz der ilbrigen 
zyklischen Gfeachwindigkeiten und der Parameter ein An- 
wacbsen einer zyklischen Geschwindigkeit ji'-^ einen Zuwachs, 
der nacb einem Parameter f^ wirkenden Kraft ^^^ bewirkt, 
so muB behufs isozykliscben Wacbsens von p^ bei Konstanz 
der ilbrigen Parameter in der Richtung der zyklischen Ko- 
ordinate p^ eine positive Kraft P^ wirken und zwar ist 
wieder das Verhaltnia zwiscben Ursacbe und Wirkung in 
beiden Fallen gleieb, wenn man den Zuwachs von p\^ als 
Ursacbe, den Zuwachs von %^ als deren Wirkung, anderer- 
seits die Geschwindigkeit p^, mit welcher sich p^ isozyMisch 
andert, als Ursacbe der Notwendigkeit der Kraft Pj und 
ietztere als deren Wirkung bezeichnet. 

Beim Beweise und der mathematischen Formulierung 
dieses Satzes iat in Hertz' Prinzipien der Mecbanik Nr. 577) 
S. 245 ilberall das Zeicben d zu viel. 

g 53. Helmholtz' Satze iiber gemischte Zykeln. 

Helmboltz bat einige Betrachtungen von nocb etwas 
groBerer Allgemeinheit angestellt Es sei wieder ein System 
von n Punkten gegeben, welcbes mit n ein fiir allemal und fur 
immer fixen Punkten in Wechselwirkung steben kann, welch 
letztere Punkte man aucb, wenn man will, zu den w Punkten 
zahlen kann. Die Kraftfunktion aller zwiscben dieseu 
Punkten wirksamen Krafte sei F, die kinetiscbe Energie 
der M Punkte sei T. Wir setzen diesmal wieder, wie in 
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§§ 45 — 52, aber abweichcKd von unserer sonstigen Be- 
z eichnungsweise 

T+ F = E, 

T~ F=H, 

so daB E die gesamte Energie der n + n' Punkte ist Tlnter 
den Koordinaten, welche die Position der m Punkte be- 
stimmen, konnen zyklische sein, die wir wieder mit ^^ be- 
zeicbnen wollen, d. b. ibre nicht nach der Zeit differentierteu 
Wertbe sollen weder in T noch in E vorkommen. BloB die 
ji\ sollen in T Yorkommen. Die Gesamtanzabl dieser zyklischen 
Koordinaten aei g. Die Gesamtkraft, —dFjdp^, welcbe 
die n -\- n' Punkte nacb irgend einer zykliscben Koordinate 
ausuben, muB also gleicb Null sein. Die iibrigen Koordi- 
naten brauchen nicbt gerade langsam veranderlicbe zu sein, 
sind also ganz beliebige Koordinaten. Wir nennen sie daber 
gewQhnliche Koordinaten und bezeicbnen sie wieder mit ji^. 
Ihre Gesamtzabl sei s. Zwiscben den p sollen keine Be- 
dingungagleicbungen mehr bestehen, Ein solcbes System, 
welcbes zwar zykliscbe Koordinaten entbalt, dessen iSbrige 
Koordinaten aber nicht oder wenigstens nicht alle als langaam 
veranderlich betracbtet werden, wollen wir ein gemiscbtes 
Zykel neunen und im Gegensatze dazu ein solcbes, welches 
nur zykliscbe und langsam veranderliche Koordinaten ent- 
balt, ein reines Zykel. 

Am leichtesten wird das Verstandnis der nun zu ent- 
wickelnden Gleicbungen, wenn man sich die Bescbaffenheit 
des Systems der n + n Punkte und die Kraftfunktion E, 
aowie auch die Bewegung der Punkte, also deren samtliche 
Koordinaten als Funktionen der Zeit, gegeben denkt und 
sich fragt, welcbe Krafte Pj und 5(5^ nacb den zyklischen Ko- 
ordinaten wirken resp. zu den vermoge der Kraftfunktion F 
nacb den gewQhnlicben Koordinaten wirkenden Kraften nocb 
hinzukommen mussen, um die gegebene zeitliche Verande- 
rung der Koordinaten zu erzeugen. Es miiasen dann fttr 
die zyklischen Koordinaten die Gleichungen 254} also 



Hosted by 



Google 



202 IV. §53. Gemiachte Zykelm. [Gl. 372, 273. 

und fttr die gewfihnlichen Koordinaten die gewBhnlicheii 
Lagrangeschen Gieichungen 

«) _ d_dH^ _ eg 

^^ ~ dtdp'k dpn 



272) 

gelten. Fttr jeden Index 6 und h i 



273) 






Die gesuchten Kr^fte P^ und $^ sollen wieder von be- 
liebigen 3.u6eren (den v) materiellen Punkten ausgehen, 
um die wir uns ubrigens weiter gar nicht kilmmern 
woUen. Sie kQnnen, wenn die Werte der p als Funktionen 
der Zeit gegeben sind, aus den Gleichungen 271) und 272) 
ebenfalls als Funktionen der Zeit gefunden werden, d. h. es 
kann die JVage beantwortet werden, welche auBere Krafte 
Pj und ip^ in jedem Momente zu den durch die Kraft- 
funktion F bedingten nocb hinzukommen miissen, um die 
gegebene Bewegung zn erzeugen. 

Natiirlich iat die Gultigkeit der Gleichungen 271) und 
272) ganz davon unabhangig, welche GroBen man darin als 
gegeben betrachtet und nach welchen man frS.gt. Diese 
Gleichungen aind auch richtig, wenn die Pj und ^j, al& 
Funktionen der Zeit, ja aetbst, wenn aie ala Funktionen 
der Koordinaten, Geschwindigkeiten oder sonat beliebiger 
GroBen gegeben waren und wenn die Aufgabe gestellt ware, 
die Bewegung (d. h. die p" bei gegebenen Anfangswerten 
der p und p") zu bestimmen. Nur wtirden im letzteu Falle 
auch die iinken Seiten der Gleichungen 271) und 272) die 
zu suchenden TJnbekannten enthalten. Ja ea ist eigcntlich 
vollkommen willkiiriich, welche Krafte man zur Kraftfunktion 
F als innere, welche zu den 5|J^ ala §,uBere rechnet, ob man 
die Korper, von denen gewisse Krafte ausgehen, noch zum 
System rechnet oder als auBenliegend ansieht, wenn man 
aich dann nur konsequent bleibt; so rechnet z. B. Helm- 
holtz in der Elektrodjnamik den galvanischen Leitungs- 
widerstaud bloB deshalb zu den % wei! er zu irreversibeln 
VorgEngen AnlaB gibt: Wir wollen aber behufs groBerer 
Anschaulichkeit immer fingieren, daB F und die Bewegung 
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des Systems gegeben ware und uacb den zu ihrer Her- 
haltung notwendigen P^ und ^^ gefragt werde. 

Gleichungen von der Form der Gleichung 272) miissen 
auch an die Stelle der Gleichungen 252) und 254) treten, 
wenn man die in §§ 49—51 behandelte Theorie der Zykeln 
ohne jede Vemachl^ssigung entwickeln will oder uberhaupt, 
wenn man die Frage l6sen will, wie sich die langsam ver- 
anderlichen Parameter unter dem Einflusse gegebener 5p 
mit der Zeit verS-nderu. Dena wenn man diese Frage be- 
antworten will, so darf man offenbar nicbt p^ und p" ver- 
nachlassigen. In der Gleichung 271) und 272) aber tindet 
sich keine Vemachlaasigung mehr; denn die Bedingung, daB 
die zykliachen Koordinaten uadifferenziert weder in T noch 
in F vorkommen, ist nicbt blo6 annahemngsweise, sondern 
YoUkommen exakt realisiert. 

Die Gleichung 272) hat die zu Anfang des § 34 an- 
gedeutete Form, welche man erhalt, wenn man in der 
allgemeinen Lagrangeschen Gleichung 50) die jr = 
setzt und dem V die Form 220) erteilt. 

Es soUen zunachst sSmtliche Pj = sein, so daB die 
zykliachen Bewegungen adiabatisch verlaufen, 

Dana sind nach 271) die GroBen 

zu alien Zeiten konstant. Siud die Werte dieser Konstanten 
gegeben, so kfinnen mittels der a Gleichungen 274) die 
(7 Gr66en p\ aus T und daher auch aus R eliminiert werden. 
Da aber die Gleichungen 274) Glieder mit den ersten 
Potenzen der p und solche die von den p' frei sind, ent- 
halten, so wird nach dieser Elimination T eine Funktion 
zweiten Grades der Ubrigen p' [der p'^ sein, welche nicbt 
mehr homogen iat, sondern auch Glieder, die linear beziig- 
lich der p\ sind und ein von dieaen ganz freies Glied ent^ 
halt. Dann enthalt also auch die GroBe §, welche durch 
EHmination der p\ aus H mittela der Gleichungen 274) 
entsteht, Glieder, die beziighch der p\ linear siud. 

Ein Beiapiel hierfur ware ein System, welches einen 
um eine Haupttragheitsachse reibungslos und widerstands- 
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los rotierenden Kfirper enthalt, wie das Pendel, das wir 
in § 22 behandelten. Der Winkel, deasen Differen- 
tialquotient nach der Zeit die Winkeigeschwindigkeit des 
rotierenden K&rpers bestimmt, ware das betreffende p. 
and es mUBte angenommen werden, dafi die Krafte immer 
nur auf die beiden Spitzen der Achsen wirken, so daB 
niemala ein Drebmoment existiert, welches die Drehung be- 
scbleunigt oder verzCgert Der gleichen Bedingung unter- 
worfene rotierende Korper denkt sichMaxwell zurErklarung 
des Magnetismus innerhalb der Volumenelemente des 
Athers vorbanden und erklart dadurcb, daB die elektro- 
magnetische Energie des Athers Glieder euthalt, die bezilg- 
Sich der Stromstarken linear sind, wogegen die reiu elektro- 
dynamische Energie eine homogene quadratische Funktion 
der Stroms^rken ist. Er nimmt namlicb an, das die Strom- 
starken die ADdeningsgeschwindigkeiten zykliscber Koordi- 
naten aind. 

Da § dadurch aus E entstanden ist, daB man daria 
die p\ vennoge der Gleicbungen 274) als Funktionen der 
p^ und p\ ausgedriickt hat, so ist 

^_5. = ^ J. ^ g g Sp\ 

'sp\ ep\ '^ ^ 'dp', dp\ 

Oder wegen der G-leichungeii 274) 

^_36_Vo^''' SB_ _ 8^ V ^3>'" 

Spx dp, ^^''dpi.' dp\~ 8p\ jdi'^^'ep\' 

Setzt man daber 

SO wird 

dJT ^ 5 ff dji- _ dH_ 

Spi, dp„ ' Sp\~ d p\ ' 

Hier sind in H' die p\ durch die Gleicbungen 274) elimi- 

niert zu denken, bei Bildung von -;— und ^— aber als 
Spi, dp\ 
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konstant zu betrachten. Die allgemeine Bewegunga- 
gieichung 272) nimmt alao, wenn man die p\ mittels der 
Gleichungen 274) durch p^ und p\ ausgedrUckt denkt, ftir 
jedes Pf^ dieselbe Form 

' ^'' dt dp\ 8pi 

an. Nur ist fur E nun die GrSBe H' zu 8etzen, in der die 
p\ durch die Gleichungen 274) als Funktionen von p^ und 
p\ ausgedrtickt zu denken sind, so da6 H' im allgemeinen 
eine nicht homogene quadratische Funktion der p\ ist 

Als Beiapiei betrachten wir nochmals die schon in 
§ 22 behandelte Aufgabe aus der Theorie der Rotation einea 
festen Kftrpers urn einen fixen Punkt. Ein starrer KSrper 
sei um einen festen Punkt drehbar. Sein Tragheitseliipsoid 
beziiglich dieses Punktes sei eiu Rotation sellipaoid. 

Wir w^len dieselben Bezeicbnungen wie dort und es 
falle wieder die ^-Achse mit der Eotationaachse dea Trag- 
heitsellipsoides zusammen. 

Danu erfiillt die Variable B die Bedingungen, die wir 
den jetzt mit j)^ bezeicfineten Koordinaten beilegten. lat 
alao die nacb B wirkende generaliaierte Kraft SB zu alien 
Zeiten gleich Null, ao iat nach 274) 

BH dR dT , . 
-^-y = a-D^ = a^; = konst. 
dpi, OS SB' 

Bezeichnen wir den Wert dieser Konstanten mit — vJ, so 
folgt also ana der dritten der Grieichungen 121) 



ubereinstimmend mit 124). Eliminiert man mittels dieser 
Gleichung B' aus dem Ausdrucke 123) fur T, so folgt 

277) ir=r=|-0'^^-^ + o-^ + i-^^ 

F ist in unseren gegenw^rtigen Rechnungen die Kraft- 
funktiou der inneren Krafte des Systems, also, da dieses 
ein einziger fester Korper ist, gleich Null. Die Schwere oder 
allgemeiner die Krafte 9i und S werden als auBere Krafte 
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angeselien und sind in den anderen Teil der Kraftfunktion 
^ ^hPh (GteichuQg 220) eiogerechnet. H ist namlich hier 
immer gleich T— F, nicht wie frilher m dieaem Buch 
gleich T- V. 

Der Ausdruck 277) ist die in Gleichung 275) mit g» 
bezeichnete GroBe. Aus dieser G-leichung folgt 

278) EC ^^ + vJB- = ^\y^A"'-\-G'^)-\-vJcA', 

wobei die eine Konatante — Jv^j2 als iiberHiissig weg- 
gelaseen wurde. Aus dieser GroBe H' mussen die nach A 
uad G wirkenden generalisierten Krafte 21 und © durch 
Gcleiehungen ableitbar sein, welcbe vollkommen die Form 
der Lagrangescben baben. Es muB also 



a-^ 



dR' 



279) 



m 



2 SO) 



Durcb Substitution dea Wertes 278) fiir H' liefero 
; Gleichungen tatsachlich in "Ubereinstimmang mit 125) 

e = (?{C" - cyA'^) + JvyA. 

Die Gleichungen 279) haben vollkommen die Form der 
Lagrangescben Gleicbungen, aber H' entbalt jetat aucb 
Glieder, die bezuglicb der Geacbwindigkeiten linear sind. 
Die Bewegungen konnen nicbt in genau umgekebrter Weise 
Tor aicb geben. Ein Pendel, mit dem ein rotierender Kreisel 
verbunden ist, bat, wie wir scbon in § 22 sahen, fur 
Scbwingungen, bei denen sein Schwerpunkt sich im Kreise 
bewegt, bei der einen und anderen Umlaufsricbtung eine 
andere Schwingungsdauer, solange sicb der Kreisel im 
selben Sinne drebt. Ganz analog entbalt das Potential 
elektriscber Strome bei Gegenwart permanenter Magnete, 
oder das von dem die elektromagnetiscbe Drebung der 
Polaris ationsebene des Lichtes abbangt, Glieder, die bezug- 
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!ich der Stromstarken oder Geschwindigkeiten linear sind. 
Diese frappante Analogie ist natiirlich kein Beweis, daS bei 
den letatgenannten physikalisehen Erscheinungen wirtliclx 
verborgene Eotationsbewegungeo eine Rolle spielen; aber 
sie wtirde durch dieae Hypothese am ungezwungensten er- 
klart and weist jedenfalls darauf bin, daB das vergleichende 
Studium beider Arten yon Erscheinungen weitere Aufschliisae 
verspricht. Der in dem eben behandelten Eeispiele betrach- 
tete feste Korper ist iibrigens ein reines Monozykel, wenn 
die Krafte 21 und K stets gerade solche Werte haben, daB 
A und C sich sehr langsam im Vergleiche zu B a,ndem, 
sonat ein gemischtes. 

Einen Fall, wo H eine noeh kompliziertere Funktion der 
Geschwindigkeiten sein kann, findet Helmholtz in folgen- 
der Weise. Es soil der Auedruck fur die iebendige Kraft 
aus zwei Summanden beatehen, von denen der eine nur ge- 
wisse Geschwindigkeiten p\, der andere nur die iibrigen 
Geschwindigkeiten p'^ enthalten soil, so daB also 

d^Tldp\dp\, = 

ist. Da F die Geachwindigkeiten gar nicht enthillt, so 
folgt auch 

AuBerdem soil die auBere Kraft, die nach jeder der Ko- 
ordinaten p^ wirkt, zu alien Zeiten gleich Null, also ^d— 
aein. Hier und in alleua folgenden ist von keinen zykliachen 
Bewegungen mehr die Rede. 

Es sind nun jedenfalls Bewegungen des Systems mog- 
lich, far welcbe alle p'^ verschwinden, daher alle p^ zu alien 
Zeiten konstant bleiben. Da R kein beziiglich irgend eines 
p'^ lineares Glied enthalt, ao ist dann auch ftlr jedeu Index d 



6H ^ 



281) 

und aus Gleichung 272) folgt fur jeden Index d 
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Au8 diesen Gleichungen kBnnen, von singularen Fallen ab- 
gesehen, die Koordinaten p^ ais Funktionen von p^ und p\ ge- 
fandeii werdeii, Substituiert man die so gewonnenen Werte 
der p^ in E, so erhalt man eioe Funktion der p^ und p'^, 
welche mit § bezeichnet werden soil. § braucht dann keine 
quadratische Funktion der p'^ zu sain, sondem kartn diese 
Gr&6en in ganz beliebiger Weise entlialten, jedoch wird es 
eine gerade Fonktion der p'^ sein. Dann ist 



Sr. 


^^? 


3 Pi 


Sv. 


S,'. 


m-k 


8H 

Sr. 


ip. 
dp'. 


281) imd 282) 








M 


_ es 


3 


i- 


SB. 



9p, 8pc Bp% dp'. 



283} 

und die Langrangeschen Gleichungen flir die Koordi- 
naten p^ erfabren keine Veranderung in der Form, wenn 
man darin ^ fur H einsetzt. Wenn aus dem Auadrucke 
far H vermoge gewisser Bedingunga gleichungen gewiase Ge- 
schwindigkeiten eliminiert sind, so nennt Helmholtz das 
betreffende Problem ein unvoUstandiges, da es sich auf Be- 
recbnung der an diese Bedingungsgleichungen gebundeueii 
Bewegungen beachrankt 

Wenn man zu physikalischen Vorg^ngen mechanische 
Analogien sucht, so kann man von vornherein nicht wissen, 
welche Variabeln man mit Koordinaten, welche mit Ge- 
schwindigkeiten in Parallele stehen soil. So kann man z. B. 
in der Elektrodynamik die dielektrischen Momente mit 
Koordinaten, die magnetischen mit Geschwindigkeiten und 
umgekehrt in Parallele stellen. Nun iat in der Phyaik in 
der Regel die Energie als Funktion der Variabeln experi- 
mentell gegeben. Ein voUstandiges mechanisches Problem 
kann man daher als Analogic eines physikalischen Vorgangs 
nur dann benutzen, wenn der experimenteU gegebene Aus- 
druck fiit die Energie von gewisaen Variabeln eine homogene 
quadratische Funktion ist, welche dann mit Geschwindigkeiten 



Hosted by 



Google 



Gl. 284. 2S5.] IV. § 54. Helmhoitz' Eeziprozitaten. 209 

ID Parallele geatellt werden mussen, Wahlt man dagegen 
ein unvollBtandiges mechanisehea Problem als Analogie, so 
kano es vollkommen zweifelhaft werden, welche physi- 
kalische Variabeln man mit Geschwindigkeiten und weiche 
mit Koordinaten in Parallele setzen soil, da beide in be- 
liebiger Form im Ausdrucke fiir die Energie entbalten sein 
tonnen. 

§ 54. Helmhoitz' Seziprozitatssatze. 

Diese lieziprozitatssatze beziehen sich nicht wie die 
Hertzschen auf Zykeln, sondern auf ganz beliebige mecba- 
nische Syateme. Jedesmal, wenn eine Gleicbung von der 
Form 272) gilt, folgt daraus 









Sind nach der im Torigen Paragraplien beschriebenen 
Metbode gewiase Koordinaten eliminiert, ao bleibt diese 
Gleichung unverandert giiltig, wenn man unter H diejenige 
Funktion versteht, fur weiche ebeu die Bewegnngagleichungen 
die Lagrangescbe Form annehmen, also die GrBBeff, wenn 
die Gleichungen 27K) gelten, die GrijBe ^, wenn die Glei- 
cbungen 283) gelten, Wir wollen in folgendem fur alle 
diese Gr56en denselben Buchstaben H gebrauclien, da die 
Gleichnng 284] und diejenigen, weiche wir nuii daraus ent^ 
wickeln wollen, fur alle diese FaUe gleichmaBig gelten. 
1. Nach Gleichung 284) ist die auBere Kraft ?Py weiche zu 
den durch die Kraftfunktion F bestimmten Kraften hinzu- 
kommen muB, um die gegebene zeitliche Veranderung der 
Koordinaten hervorzurufen , eine lineare Funktion der Be- 
achleunigungen pi und man sieht sofort, daB 



285) 



^p'k ^p'h sp\ep't 



ist. Wenn also bei Konstanz der Koordinaten, Geschwindig- 
keiten und librigen Beachleunigungen ein Zuwachs einer 
Beschleunigung p'{ einen Zuwachs einer mit anderem Index 
versebenen auBeren Kraft ^/^ bewirkt, so bewirkt der gleiche 

Boitijoann, Mecbanit II, 14 



Hosted by 



Google 



210 IV. § 54. Helmholta' Eeziproaitat«n. [Gl. 285. 

Zuwachs der BeschleuDiguiig p'/i, die derselben Koordinate 
wie die Kraft ?|J^ entapricht, einen gleichen Zuwachs der 
der anderen Koordinate entsprechenden Kraft 5p^. 

Beispiel. Ausder zweiten der Gleichungen 121)i8ter8icht- 
lich, da6 die Beschleunigung B" von EinfluB auf die Kraft 31 

ist Daher mufi auch A" von EinfluB auf S8 und ^-f:r, = - ;-,; 

8 B d A 

sein. Beide Werte ergeben sicb aus 121) in der Tat 

gleich —cJ. 

2, Aus Grleichung 284) folgt weiter; 

S p't ~ S Pi, d p'i Sp\ dpi .^u 8p\Sp'i, dpi '■ 



^ dp\dp;,dp'i^' 



Oder wena man die beiden letzten Summen so zusammen- 
zieht, wie man es aucb tun milBte, urn von Gleicbung 284) 
zu Gleicbung 272) zuriickzugelaugen : 

d% ^ _ 8'S d'E d_ I 8^H \ _ 

8 p\ 8pH8p'i dp\dpt dt\8p\8p'i} 



Bildet man ebenso 6^^!dp\, so sieht man, dafi in alien 
Fallen, wo d'^Hjdp\dp\ (was nacb 285) gleich d^^jdp't 
und auch gleich d%y.jdp'^ ist), konstant speziell, wo es 
gleich Null ist, die Gleicbung bestebt 

e^> ^_ 1^ 

8p'k ~ dp'h 
In alien diesen Fallen gilt also folgendes: Wenn eine 
groBere Geschwindigbeit p\ hei Gleichbeit alier iibrigen 
Geschwindigkeiten und der Werte aller Koordioaten und 
Beschleunigungen ein grSBeres *)J^ bedingt, so bedingt eine 
groBere Geschwindigkeit p\ natiirhch wieder bei Gleichbeit 
der Iibrigen Geschwindigkeiten und der Koordinaten und 
Beschleunigungen ein im selben MaBe kleineres 5p^. 

Bei^iel. Wenn ein fester, um einen festen Punkt 
drehbarer Korper sich so bewegt, daS C, A' und if konstant 
sind und B" groB gegenuber A' ist, so macbt er eine ein- 
fache Praj;ession8bewe.gung. Die nach der Koordinate C 
wirkende generalisierte Kraft S [das Moment der auBeren 
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Ki^ifbe mn die Achse OB) muB darm von Null verscbieden 
Bein und zwar muB es fur positive A' und B' negativ sein 
und sein Absolutwert mit wachsendem A wachsen, sodaB 
diSjdA' negativ ist. Wenn also S durch die Schwere 
erzeugt wird und OZ der Richtung deraelben entgegen- 
gesetzt ist, so muB der Schwerpunkt auf der 'negatiren 
Of-Acbse liegen. Ferner ist nach 121) 

A^ = 1^ = 
a C" 8 A" 

Dahei- muB -^-^ positiv und dem Zablenwerte nacb gleicb 
d Qjd A' sein. Damit also ohne anderweitige Anderang 
der Verhaltnisse C von Null zu einem kleinen positiven 
Werte ansteige und dieaen dann kurze Zeit konatant bebalte, 
d. b. damit die positive OJ-Acbse sinke, der Scbwerpunkt 
also der Ricbtung der Schwere entgegen steige, ist ein 
Moment ?( erforderbch, das in der Richtung der wachsenden A 
wirkt, also die Prazession zu bescbleunigen sucht, was mit 
der Erfabrung stimmt Natiirlicb ist dieser Beweis hier 
nur anwendbar, solange sicb durcb das Wacbaen von C die 
iibrigen Verhaltnisse nocb nicbt geandert haben. Aus den 
Gleicbungen 121) ergibt sich naturlich unmittelbar 



llbenso ist 
aber nicbt 
wegen 



eC dA' 



V a o x> T 



Beziiglicb des Nacbweises, daB sich dieser Satz aucb 
auf alien jenen Gebieten der Wanne- und Elektrizitatslehre 
und Cbemie bewabrt, wo Gleicbungen gelten, die mit den 
fiir verborgene Bewegnngen geltenden mecbanischen Glei- 
cbungen analog siud, muB hier auf die zitierte Original- 
abhandlung Helmholtz' verwiesen werden. Es sei bier 
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nur DOch darauf hingewiesen, da£ sich die Bezielmng 
zwischen dem Prinzipe der kleinsten "Wirkung und dem zweiteo 
HauptsaUe auch iiisofern bewabrt, als die meisten Relationen 
die man so erhalt, sonst mittelst des zweiten Hauptsatzes 
bewiesen werden. (Beziehung zwischen Kompressionskoeffi- 
zient oder Elastizitatsmodul und Temperaturaiideriing bei 
Kompression oder Dehnung, Volumanderung beim Schmelzen 
und SchmeJzpunktsanderung durch Druck, thermoelektro- 
motoriscbe Kraft und Peltierphanomen, Warmeentwicklung 
in galvanischen Elementen und Abhangigkeit ibrer elektro- 
motorischen Kraft von der Temperatar etc. etc, Plbenso 
muB ich bezllglich einer Reihe anderer Lehrsatze und Eezi- 
prozitaten sowie bezilglich der weiteren Anwendungen in 
der Warmelehre und aller Anwendungen in der Eiektro- 
dynamik auf die Originalabhandlung verweisen, da sich die- 
selben zu weit vom Boden der reinen Mechanik entfemen. 



V. Die Hamilton-JacoMschen partiellen 
Differentialgleichungen. 

§ 55. Daa Prinzip der variierenden Wirkung. 

Wir kehren nun wieder zu dem ganz allgemeinen im 
§ 30 betrachteten Falle zurOck, haben aber die Absicht, die 
Art and Weise der Variation einer Tteihe von neuen be- 
schrankenden Bedingungen zu uuterwerfen. Es soil ein 
holonomes System Yon n materiellen Punkten durch be- 
iiebige generalisierte Koordinaten Pi, p^ ■ ■ • p, bestimnit 
sein. Die lebendige Kraft T soil eine gegebene, die Zeit 
nicht enthaltende Funktion der Koordiuaten und generaii- 
sierten Geschwindigkeiten (resp. der Koordinaten und 
Momente) sein; es soil eine Kraftfuuktion V exiatieren, 
welche ebenfalls eine gegebene Fnnktion der Koordinaten 
sein soil und welche letztere die Zeit auch explizit ent- 
halten kann. Die Zahl s der generalisierten Koordinaten 
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soil jedocli geaau gleich der der Freiheitsgrade des Systems 
sein, so da6 zwischen den generaHsierten Koordinateu kerne 
Bedingungsgleichungen mehr beatehen, Es iBt dies er- 
forderlich, damit spSter die pi und pi unafehS-ngig von- 
einander variiert werden konnen. 

Die allgemeineQ Bewegungsgleichungen 50) und 51) 
lauten dann wie folgt: 
286) 
wobei 



dl d-pi, 



^ »_T_ ^ 8(J- Fl 

& P'l, 5 P'h 

Dnrch diese Gleichungen und die Werte jil und 5^, welche 
aiimtliche Koordiuaten und Momente zu eiaer bestimmten 
Zeit ^u, die wir jetzt immer den Zeitanfang nennen wollen, 
haben, ist eine beatimmte Bewegung eindeutig beatimmt, 
welcbe wir die uiivariierte Bewegung nennen. Wir kQnnen 
fiir dieaeibe die einer heliebigen Zeit t zugebfirigen Werte 
der Koordinateu und Momente aus den Eewegungsgleicbungen 
als Funktionen von (, pi und ql berechnen. Wir konnen 
auch die Werte, welclie zur Zeit t die GrSBen T und V 
und somit auch den Wert, welchen das Integra! 

287) W= f {T-V)dt 

hat, als Funktion der 2 s Anfangswerte pi und 5^ und der 
Zeit ( berechnen. Ea ist jetzt bequemer die obere Grenze 
nicht mit dem Index 1 zu versehen, aondern sie ebenao zu 
bezeichnen, wie die Variable ( unter den Integralzeichen, 
nach welcher integriert wird, da die letztere bald in unseren 
Formeln nicht mehr ■^orkommen wird und es dann lastig 
ware, den Index 1 immer mitzuscbleppen. 

Da wir die Bewegungsgleichungen ala gegeben annehmen, 
so erhalten wir durch Integration derselben s Gleichungen, 
welche una die s Werte der Koordinaten p^ als Funktionen 
der 2s + 1 Werte von pi, ql und ( ausdriicken. Ana dieaen 
s Gleichungen zwischen den 3s + 1 GrfiBen pi, p^, qi und 
i konnen wir die s GroBen qi als Funktionen der 2 s + 1 
Werte von pi, ^^ und ( ausdriicken. Substituieren wir die 
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SO erhaltenen Ausdrucke von ql in die GrSBe W, welche 
■wir ja schon oben als Funktion der 2s + 1 GrSBen pi, ql 
imd t ausgedriickt haben, so erhalten wir fur W einen Aus- 
drtick, welcher nur die 2 s + 1 Variabeln pi, p^ and t ent- 
halt, so daB also W als Funktion dieser Variabeln dargestellt 
erscheint, was wir die Hamiltonscbe Darstellungsweise 
nennen wollen. 

Wir wollen nun wie bisher iminer nebst dieser, der 
unvariierten Bewegung, eine von ihr unendlich wenig ab- 
weichende variierte Bewegung betrachten. 

Tiber das Verhaltnis der beiden Bewegungen machen 
wir jetzt die folgenden apeziellen Voraussetzungen: 

Der Zeitanfang t^ soil fiir die variierte Bewegung, 
genau derselbe sein, d. b. die Funktion V soil, wenn sie die 
Zeit explizit entbalt, zu Aniang der variierten Bewegung 
dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu Anfang der 
unvariierten. Sie soil aueh zu jeder Zeit ( der variierten 
Bewegung dieselbe Funktion der Koordinaten sein, wie zu 
derjenigen Zeit ( der unvariierten Bewegung, welche vom 
Zeitanfang der unvariierten Bewegung ebensoweit absteM, 
wie die eratere Zeit ; vom Zeitanfang der variierten Be- 
wegung. Wir wollen die solcbeu Zeiten entsprecbeuden 
Zustande wieder korrespondierende nennen und sagen, der 
eine sei der Zustand der unvariierten, der andere der der 
variierten Bewegung, welcber zur Zeit ( stattfindet. 

Da wir vorlaufig (^ als absolut invariabel betrachten, 
so braucbten wir nirgends hervorzuheben, daB die betreffen- 
den GroBen aucb Funktionen von t„ sind. 

Es sei bier noch die folgende Bemerkung beigefiigt, die 
iibrigens auch auf die iu den vorigen Abschnitten be- 
bandelten Variationsprobleme Anwendung findet. Wiirde V 
die Zeit nicbt explizit enthalten, so ware die absolute Lage 
des Zeitpunktes i^ in der Zeitreihe natiirlich voUkommen 
gleichgttltig. Diese absolute Lage i^' in der Zeitreihe kiinnte 
fur die variierte eine andere als die (t^) fiir die unvariierte 
sein; es kame bloB darauf an, daB die Zeitabstande 
korrespondierender Zustande immer gleich wSren, so daB, 
wenn irgend ein Zustand A der unvariierten Bewegung zur 
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Zeit (, und der korrespondierende Zustand B der variierten 
zur Zeit (' stattfande, t' — t = t^ ~ t^ ware. Es wiirde dann 
(' die der Zeit t korrespondierende Zeit heifien. Doch 
ist die Vorstellung eiofacher und nicht weaentlich ver- 
schieden, daB f und ( identische Zeiten aind; etienso t^ 
und („. Wir woUen uns daher immer daeselbe materielle 
System zur selben Zeit doppelt in zwei nahe gleichen Zu- 
standen vorhanden denken, oiine datS das eine Exemplar des 
Systems das andere irgendwie beeinfluBt. 

Es sol! nun gegenwartig speziell die Variation so aus- 
gefuhrt werden, da6 nicht nur die Form der Funktionen T 
und V sarat alien darin vorkommenden konstanten Para- 
metem voUkommen untariiert bleiben, sondern daB auch 
behnfe Erzeugung der Variation der Bewegung nicht die 
mindesten Zusatzkrafte wirken, so daB die zu irgend einer 
Zeit der variierten Bewegung wirkenden Krafte wieder genau 
gieich den partielien Ableitungen derselben Funktion Fnach 
den Koordinaten sein sollen und nur deshalb andere Werte 
haben kftnnen, weil die in diese partielien Ableitungen zu 
substituiereuden Werte der Koordinaten bei der variierten 
Bewegung etwas andere als im korrespondierenden Zu- 
stande der unvariierten Bewegung sind. 

Die Variation des Integrales W soil also in diesem 
Paragraphen and im folgenden bloB darch drei Umatande be- 
wirkt sein: 

1. Sollen die Anfangswerte der Koordinaten filr die 
■variierte Bewegung etwas andere als fur die unTariierte 
sein. Filr die erstere soil der Anfangswert der fe-ten Ko- 
ordinate pi + S-pl, fiir die letztere pi sein. 

2. Soil die obere Grenze des iiber die variierte Be- 
wegung erstreckten Integrales W nicht die der oberen 
Grenze des Uber die uuvariierte Bewegung erstreckten Inte- 
grales entsprechende Zeit ( sein, souderu sie soil um dt 
weiter vom Zeitanfange abstehen als bei der unvariierten 
Bewegung. 

3. So Hen die Anfangswerte der Momente ffir die 
variierte Bewegung ebenfalls etwas andere sein, als fiir die 
unvariierte. Der Anfangswert des fe-ten Momentes soil fiir 
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die Tariierte Bewegung gj + Sg^, fiir die uEvariierte Be- 
wegung ql sein. Docli woUen wir nicht die GroBen Sq'j, 
in unsere Formeln einfiihren, sondem die Variationen i^p^ 
der Endwerte der generalisierten Koordinaten, Unter dp^^ 
verstehen wir die 9r56e, welche man zum Werte, den die 
ft-te Koordinate bei der unvariierten, von den Anfangswerten 
Pft und ql ausgehenden Bewegung znr Zeit t hat, hinzu 
addieren mu6, um den Wert zu erhalten, den dieselhe 
Koordinate bei der variierten von den Anfangswerten 
pi + ^Ph und qh+Sqk ausgehenden Bewegung zur Zeit i+Si 
hat. Dagegen soil, wie schon benierkt, die Beachaffenheit des 
materiellen Systems vollkommen unver^ndert bleiben, die 
Kraftfunktion soil dieselhe Fnnktion der Koordinaten und 
eventuell der Zeit bleiben und es sollen zu den durch 
sie bedingten Kraften keine neuen, noch auch irgendwelche 
andere auBere Einwirkungen hinzutreteu, 

Wir bezeichnen nun mit S W den Zuwachs, den W, 
also das Integral 287) dadurcb erfahrt, dafi 

1. die obere Grenze der Integration ; + St statt t ist; 

2. die Anfaugswerte der Koordinaten pi + Spl statt 
pi sind, und 

3. die Anfangswerte der Momente so gewahlt aind, da6 
bei den neuen Anfangswerten der Koordinaten irgend eine, 
z. B. die A-te Koordinate zur Zeit t-\-St den Wert p^ + c>>^ 
hat, wahrend sie bei der unvariierten, von den alten An- 
fangswerten ausgehenden Bewegung zur Zeit t den Wert p,^ 
hatte. 

Da die Gleichung 207) fiir jede beliebige Variation gilt, 
so muB sie auch fiir diesen apeziellen Fall gelten. Welche 
Werte also auch immer Spl, Sp^ und §t haben mogen, 
man hat j 



288) S W = - (T + V)Si + •^^{q>.^•p^ - ql 8pt] . 

§ 56. Sie beiden Hamiltouschen partiellen 
Sifferentialgleichnngen. 

Wir wollen nun unter den partiellen Differential- 
quotienten der (JroBe W, wenn wir nicht ausdrucklich sagen, 
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da6 wir es anders meinen, immer diejenigen verstehen, 
weiche man erhalt, wenn man W in der Weise auadriickt, 
welche wir die Hamiltonsche genannt haben, also als 
Funktion der pi, p^ und der Zeit (, wobei wir die Ab- 
hangigkeit von t^, da dieses immer als konstant betracMet 
wird, nicht weiter berucksicktigen. Es ist also dWidt der 
durch den Zuwachs ^t der Zeit dividierte Zuwacha 5, W 
des W, welcher entsteht, wenn die obere Grenze des Inte- 
grales 287) um St wachst, aber die iioordinatenwerte fur 
die untere und obere Grenze dieselben bleiben, also 
Sp^ = Spl = ist, Dann erhalt man aber aus der Glei- 
chung 288) 

289) S^ W^ [T+ V)St, 

daher ist: 

290) -^ = ~T-V = -E, 

was man als die erate Hamiltonsche partielle Differential- 
gleichung bezeichnet. ^) 

Ebenso ist d Wjdp^ der durch den Zuwachs Sp^ des 
fiir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden Wertes 
der A-ten Koordinate dividierte Zuwachs S^ W des W, 
welcher entsteht, wenn die beiden Grenzen des Integrales 287) 
sowie die Anfangswerte aller Koordinaten unverandert bleiben, 
die Anfangswerte der Momente aber sich so andern, daB 
auch die fiir die obere Grenze des Integrales 287) geltenden 
Werte der Koordinaten aUe bis auf p^ konstant bleiben. 
Dadurch erhalt man aber aus Forme! 288) 

Es ist also 

291) 4^-&. 

Endlich findet man in gleicher Weise, indem man in 
Formel 288) alle Variationen gleich Null setzt, bis auf ipl 

292) T^=-5^ 



') Bei konataoten p^ und q^ wSre natilrlich S Wjd i = 2'— V . 
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Es mag hier nur beilaufig bemerkt werdcD, daB wir 
gerade so, wie wir bisher t^ unTerandert liefien und nur die 
obere Grenze t des Integrales 287) anderten, aach umgekebrt 
die obere Grenze konstant halten nnd i,, verandem kijnnen, 
dann haben wir in W, das ja Funktion von ((, and ( iat, 
letzteres konstant zu lassen, so daB also bei konstantem t 
die GroBe W als Funktion von t^,, p,^ und pi auszudriicken 
ist. Dann folgt aus 207) 

293) ^ = ^«' 

was man die zweite Hamiltonsche partielle Differential- 
gleicbung nennt. Die beiden Gleichungen d Wjdp,^ = q,^ 
und d Wjdpl =~ Qh bleiben ungeandert, da daselbst t^ 
und t konstant zu betracht«n sind. In der Tat sind die 
2 ff + 2 GrSBeo i^, , ( and die pj! und p^ alle independent von- 
einander ver^nderlicb. t^ und t sind fiir jede Art der Be- 
wegung ganz willkurlicb. Sind daftlr bestimmte Werte ge- 
wahlt, so bestimnien die p^ und p,^ die Art der Bewegung, 
also die 2s Integrationskonstanten der Bewegungsgleichungen. 
Wenn namlich die ^^ als Funktionen von i und 2 s Inte- 
grationskonstanten gegeben sind und man in die betreffen- 
den Gleicbungen einmal t = t, dann t = t^ setzt, so erbalt 
man 2 s Gleichungen, aus denen jene 2 s Integrationskon- 
stanten als Funktionen von (, (^ und den p^^ und pS be- 
stimmt werden kBnnen. 

Wir wollen uns iibrigens hier um dieae zweite 
Hamiltonsche partielle Differ en tialgleichung nicbt weiter 
kiimmern, sondem zun^chst bloB, um die Art der Bildung 
der hier vorkommenden partiellen Differentialquotienten zu 
illustrieren, die Gesetze der Bewegung eines freien mate- 
riellen Punktea von der Masse m im Baume, auf den gar 
keine Krafte wirken, also das Ti^gheitsgeaetz als bekannt 
vorauasetzen und daran die Eichtigkeit der Hamiltonscben 
partiellen Differentialgleichung 290), sowie der Gleichung 
29!) und 292) verifizieren. 

Es seien p^, p^, p^ die drei rechtwinkligen Koordinaten 
des Punktes, p\, p\, p\ die konstanten Komponenten seiner 
Geschwindigkeit in den drei Koordinatenrichtuugen. Dann 
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ist, weil die Bewegung des Punktea geradlioig und gleich- 
fiirmig iat: 

ferner 

296) j '^ - f f?'; + "■■ + "■» - w^ K'"' - ";'" + 

I +(r,-r',)' + [Ps-p',)']- 

V ist konstant, daher: 



296) IF_J(^-r)ii- 



Diese GrSBe muB erst als Funktion von t, p und p^ 
auegedruckt werden. Da: 



ist, 30 folgt: 

298) w=^-^[{p,~pif+{p,-pir+ij>s-pif]- n-h). 

Nun hat man nach den sieben als indenpendent zu be- 
tracbtenden Variabeln I, p und p" partiell zu differenzieren 
und erhalt eo 

Es ist also in der Tat die Grieichung 290) erfallt. Ebenso 
ist gemaB der zweiten Hamiltonschen Differentialgleicbang 
-^ =T -\-V. Ferner wird 



• ^(.Px -P i) 
(t ~ to) 



300) -^ 

und ebenso sind die ilbrigen der Gleiehungen 291] und 292) 
erfiillt 5j iat das Bewegungamoment mp\ = dTj6p\, in 
welcbem letzteren partiellen Differentialquotienten aber 
die p unip' als independente Variabeln zu gelten haben. j" 
ist wegen der Konstanz der Geschwindigbeitskomponenten 
gleich q^. 
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§ 57. Anwendung der ersten Hamilton schen partiellen 
D iff e r entlalgle ichnn g. 

Wir haben in diesem Beispiele die Integrale der Be- 
wegungsgleichungen als bekaDiit vorausgesetzt. Wo die 
Hamiltonsche partielle Differentialgleichung praktisch zur 
Anwendung kommt, liegt die Sache naturlich anders. Da 
iat bloB T als Funktion der p und p, oder p und q, V aber 
als Funktion der p und eventuell der Zeit t gegeben. Die 
Integrale der Bewegungsgieicbungen sind unbekannt. Man 
hat also zunachst, wenu T als Funktion von p und p' ge- 
geben ist, durch partielle Differentiation nacb den p die 
GroBen q zu bilden, dann diese statt der p' in r einzufiibren, 
so da6 jetzt T als Funktion von p und q erscheint. Darin 
hat man statt q,^ zu substituieren dW/dp,^ und den so er- 
haltenen Wert von Tin die erste Hamiltonsche partielle 
Differentialgleichung 290) zu substituieren. Die Form, 
welche diese dadurch annimmt, wollen wir symbolisch durch 

bezeichnen. 

Dieselbe enthalt in bekannter Weise die 5 + 1 in dieser 
Differentialgleichung a!s die independenten zu betrachtenden 
Variabeln p und t und die partiellen Differentialquotienten 
der als Funktion dieser independenten zu suchenden Unbe- 
kannten W nach den independenten Variabeln und zwar 
den partiellen Differentialquotienten dWjdi linear, von den 
iibrigen partiellen Differentialquotienten d W/dp^ aber die 
Quadrate und Produkte je zweiez-. 

Alle diese Operationen kann man vornehmen, obne die 
Integrale der Bewegungsgleichungen zu kennen. Dm nun 
letztere zu finden, ist ea durchaus nicht nofcig, die allgemeine 
Losung dieser partiellen Differentialgleichung aufzusuchen. 
Es geniigt, wenn man sich in irgend einer Weise ein so- 
genanntes voUstandiges Integral verschafft, d. h. eine -Funk- 
tion der 3 + 1 Variabeln p^ und I, welche der partiellen 
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Differentialgleichang genugt und genau so viele willkilrliche 
voneinander unabhangige Konatanten enthalt als partielle 
Differential quo tiente 11 erster Ordoung in der Differential- 
gleichung TOrkommen. Es kommeii deren in unaerer Dif- 
ferentiaigleichung s + 1 vor. Da aber die Unbekannte W 
uiidifferenziert in der Gleieliung nicht Torkommt, so kommt 
eine Konstante jedenfalls additiv zo W hinzu und spielt 
spater, da wir immer nur die Differentialquotienten von W 
brauchen, gar keine Bolle. Es geniigt also eine Losung der 
Differentialgleicbung zu finden, welche s voneinander unab- 
hangige willkurliche Konstanten a^, a^, . . ., a^ enthalt, von 
denen keine additiv zu W hiuzutritt. 

Wenn wir die mechanische Aufgabe vollstandig gelost 
hiitten, so kSnnten wir W als Funktion von i, x>^, p^ aus- 
drUcken, Dieser Wert des W (ei- heiBe W] ware ein voll- 
standigea Integral der Hamiltonschen partiellen Differen- 
tialgleicbung 294), da er derseJben genugt und die s will- 
kilrlichen voneinander unabhangigen Konstanten p^ entha,lt, 
von denen keine additiv zu W hinzukommt, Denn fUr 
; = ((, ist W=0. 

Wir setzen nun allerdings voraus, da£ wir die mecha- 
nische Aufgabe noch nicht gelost haben. Wir kennen daher 
auch dieses eine vollstandige Integral der Gleichung 294) 
nicht. Aber wir nelmien an, daB wir irgendwie ein anderes 
vollstandiges Integral gefunden batten, also eine die partielle 
Differentialgleicbung 294) erfullende Funktion von (, den p^ 
und noch s wLllkurlicben voneinander unabhangigen Kon- 
stanten «j_, von denen keine additiv zu dieser Funktion 
hinzukommt. Die Kenntnis dieses beliebigen anderen voll- 
standigen Integrals genugt dann, um durch bloB partielle 
Differentiation « i.7leichungen zu finden, aus denen die s 
unbekannten Variabeln so als Kunktionen der Zeit und 2 s 
unabhangiger Integrationskonatanten auegedruckt werden 
konnen, da6 sie die Bewegungsgleichungen 286) der mecha- 
nischen Aufgabe erfuUen, wodurch also die mechanische 
Aufgabe vollstandig gelost ist. 

Wir woUen dieses andere noch um eine [s + l)-te 
Konstante cc^ vermehrte vollstandige Integral augenblicklicb 
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mit W", spater aber wieder mit W ohne Index bezeichnen. 
Die durch das Integral 287) definierte Wirkung W fiir 
unser mechanisches Problem ist, als BVnktion von t, p und 
p" ausgedruckt, ein -volistandigea Integral der partiellen 
Differentialgleichung 301). W verwandelt sich, wenn man 
die p durch p°, 5" und t auBdriScbt, in eine Fnnktion von 
p", (f and t. Nimmt man an, jedes andere vollstandige 
Integral W" der partiellen Differentialgleichung 301) stelle 
dieselbe Wirkung dar, d. h. dieselbe Funktion der Zeit nnr 
unter Einfiihrnng anderer Konstanten statt der Anfangs- 
werte, so konnen die Integrationskonstanten des einen voU- 
standigen Integrales nur Funktionen der Integrations- 
konstanten des anderen, also hier die p" nur Funktionen 
der a sein und es muB W sich identiscb in W" ver- 
wandeln, wenn man fiir die p° darin diese Funktionen aub- 
stituiert. Differenziert man das so erhaltene W" partiell 
nach irgend einem a, z. B. nach a,^, so folgt: 

302) '-J^'=^,lJ<llfA. 

Nun konnen die -^ wieder nur die Integrationskonstanten 
enthalten. Ferner sind nach Gleichung 292) die ^^J gJeich 
den negativen j*', also auch Integrationskonstanten. Es ist 
also die ganze rechte Seite der Gleichung 302) eine bloBe 
Funktion der Integrationskonstanten; setzt man sie gleicli 
^^, so verwandelt sich die Gleichung 302) in 

welche Eelation s Gleichungen darateUt, aus denen die 
s GroBen p^ als Funktionen der Zeit and der 2 .9 Integra- 
tionskonstanten « nnd ^ gefunden werden kiinnen, womit 
die Integrale der Gleichungen 286), also des mechanischen 
Problems gefunden aind. Berechnet man die p' und aetzt 
in den betreffenden Gleichungen und den Gleichungen 303) 
i = ig, so kann man leicht die a und {3 durch die p* und 
q" ausdrUcken, 
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§ 58. Direkter Beweis der Riclitigkeit der im vorigen 
Faragraphen gefandeuen Resultate. 



Wir wollen im foigenden, ohne uns auf e 
einzulassen, welcher Erganzungen die SchluBweise am 
Ende des vorigen Paragraphen bediirfte, bloB auf die ein- 
fachste Art beweisen, daB die in der beschriebenen Weise 
mitteia der Hamiltonschen partiellen Differentialgleicbung 
fur die p^ gefundeneu Funktionen der Zeit wirklicb die ge- 
sucbte LBsung der mecbanischen Aufgabe sind, und zwar 
wollen wir diesen Beweis nacb dem Vorgange Jacobia 
liefem, indem wir durcb nachtragliche Differentiation zeigen, 
daB die Funktionen der Zeit, welchewir nachunsererMethode 
fur die p erbalten und welche aucb die erforderliche Anzahl 
willkiirliclier Konstanten enfchalten, wirtlich die Bewegungs- 
gleicbungen 286) erflillen. 

Wir miissen da bloB die partielle Differentialgleichung 294) 
als gegeben und ein volktandiges Integral ITderselben mit 
s voneinander unabhEngigen Konstanten a^, a^, . . . «,, 
Ton denen keine additiv zu W hinzutritt, als gefunden be- 
trachten. Wenn wir dann 

304) 4^- = i?., ft = 1, 2, ... s 

setzen, so erbalten wir s Gleichungen, welcbe die GroBen p,, 
als Funktionen von t und den Konstanten a^ nnd ^^ be- 
stimmen. 

Von diesen Funktionen haben wir nacbzuweisen, daB sie, 
was immer fiir Werte die Konstanten «^ und /?^ baben mogen, 
immer den Bewegnngsgleicbungen 286) geniigen. Unter 
q^ versteben wir vorlaufig nichts anderes als den partiellen 
Differentialquotienten des TFnach p,,, wobei IF als Funktion 
yon t, der ji^ und der a^ anznseben ist. Die Gleichungen 291) 
sind also jetzt nicbt als durch Kecbnung gefundene Eela- 
tionen, sondern yielmehr als die Deiinitionsgleicbungen ftlr 
die q anzusehen, 

Der Annahme gemaB geniigt W fiir alle mOgiicben 
Werte der Konstanten a^ der partiellen Differentialglei- 
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chuug 301). Man kann daher diese Gleichung auch nach 
irgend einem a partiell differeiizieren, Dabei wird die 
darin vorkommende Gr6Be q^ = d Wjdp^ als Funfetion Ton t, 
der p^ und der a^ zu betrachtea aein. Man erhalt also 
durch partielle Differentiation der Gleicliung 301) nach a^ 

Die Diflerentialquotienten der p nach der Zeit, die 
wieder durch einen oben angehangten Strich markiert werden 
soUen, folgen durch Differentiation der Gleichung 303) nach 
der Zeit, die ja die Abhangigkeit der^ von der Zeit angibt, 
wodurch man die mit den Gleichungen 304) identiBcheu 
Gleichungen 






sMi^ , v.iii, 



= 0. 



erhalt, denen wir wieder die Nummer 304) geben. Diese 
Relation 304) reprasentiert uns s lineare Gleichungen fur 
die GroBen p\, welche daraus als Funktionen von I, p,^ und 
a^ gefanden werden konnen, oder auch als Funktionen von 
t. «j und (?^, da die p^ dnrch die Gleichungen 303) als 
Funktionen yod k^ und ^^ ausgedruckt werden konnen. Die 
Koeffizienten der p\ und das von p'. freie Glied in den 
Gleichungen 304) sind aber ganz dieselben, wie die Koet'ti- 
zienten der GroBen dEjdq. und das nicht mit diesen 
GroBen multiplizierte Glied in den Gleichungen 305). Wenn 
man daher die letzteren Gleichungen als s lineare Gleich- 
ungen fiir die GrSBen d Ejdq. auffaBt, so erhalt man diese 
Grofien genau durch dieselben Determinanten ausgedruckt, 
wie die Gr5Ben p\, wenn man letztere aus den s linearen 
Gleichungen 304) bestimmt. Wir sehen also, ohne daB wir 
alle diese Determinanten hinzusehreiben brauchen, ein. 
daB all gem ein 

30t>) p'i=^ J = 1, 2, 5 
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sein mufi. DiffereDzieren wir andererseits die GleichuDg 291) 
nach der Zeit, so erhalten wir: 

f dq^ _ d-'W -^ 5'tr , 

i' dt ~ dtdp^'^ ^' dp^dp,^> 

] 
dtdph ^ 6p^ dqi 

Andererseits iat die G-leichung 294) identisch erfullt, ween 
man darin W als Fnnktion von t, p^ und a^ substituiert 
and fiir die g^ = 6 Wjdp^ die in diesem Sinne genommeuen 
partiellen Differentialquotienten einsetzt. Ea muB daher 
auch der partielle Differential quotient der linken Seite der 
Gleichung 294) nach ^^ gleich Null sein, bei dessen Bildung 
man t und die a^ ats konstant anznsehen, die j^ aber als 
Funktionen von t, p^^ und a^ zu betracbten hat, so da6 E 
in doppelter Weise zu differenzieren ist 1. well es explizit 
die GroBe j>^ enthalt, 2. weil die darin vorkommenden 
GroBen q^ Funktionen von pj^ sind. Setzt man den so 
gebildeten partiellen Differentialquotienten der Gleichung 
gleich Null, so ergibt sicb: 



dtdpi, Bph ^j 5jj bp^ 



0. 



Subtrahiert man dies von der recbten Seite der Glei- 
chung 307), so folgt 

4^ = _J^ fe=l,2...... 

dt dph 

Es iat also bewieaen, daB die Differentialquotienten der q^^ 
naob der Zeit genaa durch dieeelben Gleichungen gegeben 
aind, welche fur die mechanische Aufgabe gelten. Anderer- 
seits iat auch durch die Gleichungen 306) bewiesen, daB 
die p\ aua E oder T (da ja 

dE _ 8T 

ist) in deraelben Weise wie beim mechanischen Probleme 
zu bilden sind. Da aie also dieaelben linearen Funktionen 

Boltzmaiia, Mechaaik II. 15 
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der 3^ sind wie beim mechanischeii Probleme und da wir 
schon sahen, daB die Differentialquotienten der j,^ nach der 
Zeit dieselben Werte wie beim mechanischen Probleme 
haben, so folgt hieraus, da£ aucb die Ableitungen der /^ 
nacb der Zeit dieselben "Werte wie beim mechanisciien 
Probleme haben, also durch die G-leichungen 286) bestimmt 
sind. Es ist somit ganz allgemein bewiesen, daB die durch 
die Gleichangen 304) als Funktionen der Zeit und der 
2 a Integrationskonstanten «,^ und /?„ bestimmten Werte 
der pi^ die Integrale der mechanischen Differentialglei- 
chungen sind. 

Die Auafiihrungen des § 57 lassen wieder so recht 
deutlich die universelle Bedeutung des Energiebegriffs er- 
kennen. Man braucht bloB die Energie als Funktion der 
Koordinaten und Momente zu kennen und man ist unter 
Beiziehnng der erforderlichen Anfangsbedingungen olme 
weiteres imstande, die zeitliche Verilnderung aller Koordi- 
naten zu berechnen, ohne daB man ihre geometrieche Be- 
deutung zu wiasen braucht. Dies folgt fibrigens auch schon 
aus den Gieichungen 72). 

Falls V die Zeit nicht explizit enthalt, kann man diese 
Variable immer aus der partiellen Differentialgleichung 301) 
hinwegschaffen, indem man setzt 

308) W=at+V, 

wobei U nur Funktion der Koordinaten sein soil. Die Diffe- 
rentialgleichung 301) verwandelt sich dann in die folgende: 

309) . + e(1^-0, 

wobei das Symbol eI-^ — J ausdruckt, daB man in die 
Funktion E= T+ f f ur q^ zu aubstituieren hat 6 Ujdp^. 

§ 59. Berechnung der Wurfbewegung aus der Hamiltottschen 

partiellen Differentialgleichung als eiufachstes illustrierendes 

Beiapiel. 

Wir wollen nun zunachst die Bedeutung dieser Formel 
an einem mogiichst einfachen Beispiele erorterii, Wir 
nehmen an, daB uns die Gfesetze der Wurfbewegung noch 
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unbekannt waren und da6 wir dieselben aus der Hamilton- 
schen partiellen DifferentialgleichuDg ableiten woliten. Es 
sei una ein einziger voCkommen freier materieller Punkt 
mit der Masse m und den drei rechtwinkligen Koordinaten 
X, y, X gegeben, auf den nnr die Schwerkraft wirkt. Die 
konstante Eichtang dieser leUteren wablen wir als positive 
»-Ach8e und bezeichnen die ebenfalla koustante E 
der Schwere mit g. Dann ist: 



f\~ ^ 



= y, Pa = 



q^^m-j-;, q^=my', q^ = mx, r= — (jj + gj + g=). 

In den letzteren Ausdruck sind statt der q die partiellen 
Di£ferentialquotienten von W, respektive wenn man, da V 
die Zeit nicht explizit entbalt, die Gleichung 309) anwendet, 
von U nach den Koordinaten zu substituieren. Es wird also 



-T'i-V=^ 



+ 



Uj/J 



und die Gleichung 309) gebt daher iiber in 

/e vy , (d uy] 



310) 



' + ^ 



+ 



= 0, 



vrobei W gleich at+U ist. Da es sich nur urn die Auf- 
findung eines vollst&ndigen Tntegrales bandelt, so wollen wir 
setzen: U= U^ + U^ + U^, wobei U^ nur Funktion von x, 
U^ nur Funktion von y, V^ nur Fnnktion von x sein soil. 
Die partiellen DifFerentialquotienten verwandein sicb dann 
in gewBhnliche und die Gleicliung 310) geht iiber in 

o , Id V,y , Id V^' , Id u,y „ 2 ,. 

2«'" + i-l^) +U,) +[-dTJ -2mV^ = 0, 

welcbe sicher erflillt ist, wenn wir setzen: 

t dU, dV^ dU, ^1 : -s— 2 — 

311) M^ '' dy ^- d* I' 3^ ^ 

Aus den Gleicbungen 311) folgt; 



Hosted by 



Google 



228 V. geo. ElliptiBche Koordinaten. [Gi. 311. 

daher, da die Koustanten C^, C^, C^ alle additiv zu W hin- 
zukommen und deshalb weggelassen werden konnen 

^ = - ^^< + '^l +"<>) + '^i^ + ^iV + 



so erhalten wir also die drei Bewegungsgleichungen in der 
Form: 






eine einfachere statt a^ eingefuhrte Konstante ist. Diea 
sind in der Tat die gewohnlichen Bewegungsgleichungen. 
fur einen geworfenen Korper und es aind auch 

die Momente mx, my' rmAm^' bezuglich der Koordinaten- 
aclisen, 

Wir woUen nun zu Fallen Ubergehen, wo die Hamil- 
tonsche partielle Differentialgleichung von wirklichem Nutzen 
ist, die also nicht meiir blo6 den Charakter erlautemder 
Beispiele haben. Wir miissen da zunachst eine eigentiimlicbe 
Art generalisierter Koordinaten, die sogenannten eliiptischen, 
kennen leraen. 



§ 60. ElliptiBche Koordinaten. 

Es seien drei voneinander verschiedene positive, ein 
fiir allemal konstante GroBen gegeben, deren grofite wir 
mit flj, deren mittlere mit a^, deren kleinste wir mit a^ 
bezeicbnen, so daB also: 

a, >«„>«,. 
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Femer seien x^, x^, x^ die re chtwinkli gen Koordinaten eines 
Punktes im Rauine. Wir denken uns fiir einen Augenblick 
auch diesen GiroBen x^, x^, x^ bestimmte konstante endliche 
reelle, von Null verschiedene Werte erteilt. Dann wird der 
Ausdruck 

eine Puiiktion yj {X) des Wertes von ). sein, den wir augen- 
blicklich allein als variabel betrachten. 

"Wir woilen eine negative GroBe als um so kleiner be- 
zeichnen, je grofier ihr Zahlenwert ist, was wir eine Un- 
gleichheit mit Einrecbnung des Vorzeichens nennen wolIen. 
Dann wachst ipl),] kontinuierlicb von bis + co, d. li. bis 
zu einem beliebig groBen poaitiven Werte, wenn X konti- 
nuierlich von + cc bis — al + s abnimmt, wobei a im 
folgenden immer eine positive GrSfie sein so!!, deren Wert 
man so klein w^hlen kann, als man nur will. Es muB also 
fiir irgend einen zwischen diesen Grenzen liegenden Wert Aj 
von X die Funktion i^(i) gleich 1 werden. 

Vf[X) w^clist nochmala kontinuierlicb von — co bis 
+ CO, wenn X kontinuierlicb von — al ■— s bis — a' + « 
abnimmt. Fiir einen zwischen diesen Grenzen liegenden 
Wert X^ von X mu6 also nochmals i/* (^) = 1 werden. 

Endiich wachst ip {X) zum zweiten Male von — oo bis 
+ CO, wenn X kontinuierlicb von — al — s bis — a' + s 
abnimmt. 2wiscben diesen Grenzen liegt ein dritter Wert Aj 
von X, fiir den nochmals ^(X) gleich 1 wird, far X <i ~ a] 
bleibt T^(A) negativ. Es hat also die Gleicbung 

812) ^T + jfir + ilTrT-l' 

welche sich dureh Multiplikation mit (a^ + X) [a] + X) [a] + X) 
in eine gewohnliche algebraische Gleicbung dritten Grades 
verwandelt, stets drei reelle Wurzeln \, X^, X^ and es ist 

313) + cc> X^ > - al > X^ > - al > X^ > - a^. 

Wir heben noch folgende Speziali^lle hervor: 
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1. Wenn a^ sich beiiebig der Null nahert, so nahert 
sich Aj der Grenze — a', wahrend sich A^ and il^ den beiden 
Wurzeln der Gleicbung 

nahern. Wir wollen daher sagen, fur a^j = ist A, = — aj, 
Aj und Ag aber sind die Wurzeln der Gleichung 314), von 
denen mau, wie oben, beweist, da6 wenn x^ und x^ von Null 
verschieden sind, die eine zwischen + oo und —a', die 
audere zwischen — a, und — a, liegt. Wir wollen die 
erste mit k^, die zweite mit l^ bezeichnen. 

2. Wenn sich x^ der Null nahert, wahrend x^ und x^ 
von Null verschieden sind, so nahert sich entweder A^ oder 
Ag der Grenze — al, je nachdem die kleinere Wurzel der 
Gleichung 

a) kleiner, b) groBer als — al ist. Wenn daher x^ = 0, 
3".^ Tind a^ aber von Null verschieden sind, so setzen wir im 
ersteuFalle J^ = — «j, Aj gleichder kleineren dieser Wurzeln, 
im zweiten Falle A^ = — aj und k^ gleich der kleiueren dieser 
Wurzeln, wogegen A3 immer gleich der groBeren Wurzel 
der Gleichung 815) zu setzen ist. 

3. Ebenso ist, wenn x^ = 0, x-^ und x^ aber von Null 
verschieden sind, k^ oder X^ = — a| , A^ gleich der kleiusten 
Wurzel der Gleichung 

"8) ^^h + ^h'' 

und Aj oder Ag gleich der groBeren W^urzel dieser Gleichung 
zu setzen, je nachdem dieselbe a) groBer oder b) kleiner 
als — al ist. 

4. Ist a^j = a:^ = , so setzen wir: 

5. Fiir Xi = x^ = wird: 

A = — a'' und 
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a) falls xl < al — a^: 

^3 ~ ~ K' ^2 — ^l ~ '^l ' 

b) fiir xl > al — al: 

X^^xl~al, X^=-al, endUch 

c) fur xl = al -al: 

l^=K^=-al. 
6) Fiir x^ = x^ = d wird 

a) falls xl > al — al: 

^3 = 3:J — (tj , l^ =~ al, X^ = ~ al, 

b) filr xl =^al -ap 

c) fiir a^ - a= > a:^ > «J - o^ : 
^3=-<- l,^xl~al, X,=-al, 

A) fiir xl = al — al: 

Aj =^ — ^j • ^1 = ^n = — al , 
e) fiir a^j < a' — a' : 
A, = ~ dj , itj = — (tj , A, = a;J — B^ . 

7. Wenn sich endlich x^, x^ und x^ gleichzeitig der 
Grenze Null nahem, so nahern sich X^, Aj nnd Aj gleich- 
zeitig den Grenzen —a', — al und — o,, weshalb wir filr 
x^ = x^ = Xg — setzen woUeii: 

Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich wird, 
setzen wir A, =co. Wenn dann eine oder zwei der recht- 
winkligen Koordinaten endlich oder unendlich niedrigerer 
Ordnung sind, so ist eines oder zwei der X gleich einem a\ 
Sind zwei rechtwinklige Koordinaten x,^ und x,^ untereinander 
von gleicher und von hoherer Ordnung unendlich als die 
dritte, so folgt ein X aus der Gleichung 



317) 



i + ^ 
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sind endlich alle drei rechtwinkligen Koordinaten unendlich 
von gleicher GroBenordnung, so sind filr J^ und J.^ die 
beiden Wurzein der quadratischen GMeichung 

zu wahlen. 

Nach diesen Festsetzungen gehort zu jeder Terne von 
reellen Werten der Koordinaten x^, x^, x^ eine und nur 
eine bestimmte Terne von reellen Werten von i,, \^, X^, 
welche, falls keine der Koordinaten Null oder unendlich 
ist, den Ungleichungen 313) genugen. Lassen wir dagegen 
auch die Werte Null oder unendlich der Koordinaten zu, 
BO genugen X^, %^, ig Relationen, welche sonst mit den Un- 
gleicliungen 313) identisch sind, nur daB an Stelle jedes 
Ungleichheitszeichens das Ungleichheitszeichen oder Gleich- 
heitszeichen atehen kann. 

Die Eelationen , welche hierdurch aus den Unglei- 
chungen 313) entstehen, nennen wir die Eelationen 313a). 

Ebenao gehort zu jeder Terne von reellen Werten 
von Aj, Aj und X^, welche den "Ungleichungen 313) oder den 
Relationen 313 a) genugen, eine und nur eine Terne, von 
reeUen positiven Werten von x\ , xl und x^ ; wenn an Stelle 
der Ungleichungen 313) die Eelationen 313a) treten, werden 
auch die Werte Null und unendlich fur jede der Koordi- 
naten zulassig. Es sind also auch Xj, x^ und 3:3, folglich 
auch die Lage dea Punktes, dessen Koordinaten x^, Xj, 3:3 
aind, im Eaume eindeutig bestimmt, sobald die zu x^,x^, x^ 
gehorige Terne der Werte von /.j, X^, X^ und noch das Vor- 
zeichen der Koordinaten gegeben ist. 

Wir konnen daher als generalisierte Koordinaten, durch 
welche die Lage irgend eines Punktes im Raume bestimmt 
ist, die zu den rechtwinkligen Koordinaten x^, x^, x^ des- 
selben gehorigen Werte von X^, X^ und X^ benutzen. Man 
nennt sie die elliptischen Koordinaten des betreffenden 
Punktes. Sie bestimmen die Lage desselben eindeutig, 
wenu noch das Vorzeichen der drei rechtwinkligen Koordi- 
naten gegeben ist, Es sind also X^, X^, X^ eindeutige Funk- 



Hosted by 



Google 



Gl. 319.] V. § 6i. Geometriacbe Interpretation. 233 

tionen von 3-^, x^, x^, umgekehrt sind x^, x^, x^ Funktionen 
von l^, ij, ).^, die durch die letzteren Variabeln bis anf 
das Vorzeichen eindeutig bestimmt aind. 

§61. Qeometrische fiedentimg: der elliptiBchen Eoordinaten. 

Wir wolleii nun das bisher Gesagte geometrisch inter- 
pretieren. Wir betrachten da zunachst in Gleichung 312) 
nebst Oj, a^, a^, welehe wie immer gegebene, ein fiir alle- 
ma! konstante GrftBen sein sollen, aucb ;t konstanfc. Die 
Gleichimg gibt uns dann eine Relation zwischen den Koor- 
dinaten x^, x^, x^, welcher alfe Punkte einer gewissen 
Zentralflaclie F zweiten Grades genUgen. Wir nennen sie 
die dem betreffenden ). entsprechende Flacbe zweiten Grades, 
Da in der Gleichung 312) alle ungeraden Potenzen der 
Koordinaten fehlen, so ist der Koordinatenursprung immer 
ihr Mittelpunkt und die Koordinatenachsen aind ihre Achsen. 

Sehr groBen positiven Werten von k entspricht sehr 
nahe eine Kugel von sehr grofiem Radius. Dieae verwandelt 
sich, wenn X bis — Og abnimmt, in ein immer kleiuer 
werdendes dreiachsiges Ellipsoid, desaen groBte Acbse die 
Eichtung der a^-Achse, desaen kleinste die der a^j-Achse hat. 
Dasselbe nahert sich, je mehr sich X der Grenze — oj nabert, 
immer mehr der Flache einer in der x^ a^^-Ebene liegenden 
Ellipse E, deren Achaen die Koordinatenachsen aind and 
deren Halbachaen gleich ^af — al und ]/«^ — al sind, welehe 
also die Gleichungen hat: 

319) ^54l_ + __.^L_ = 1 , x^ = i). 

Wenn man zuerst dem ). einen sehr groBen positiven, 
dann einen um eine sehr kleine GroBe e kleineren, dann 
wieder einen um e kleineren Wert etc. erteilt, so erhalt 
man lauter dreiachsige EUipsoide, von denen jedes ganz 
innerhalb der vorigen liegt; der Eaum wird also in lauter 
unendlich dUnne ellipsoidische Schalen zerlegt, welehe den 
ganz en unendlichen Eaum vollstS,ndig erfuUen. 

Ist A wenig kleiner als — al, so iat die Fiache F ein 
einschaliges Hyperboloid, welches noch &st mit demjenigen 
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Telle der ar, a^j-Ebene zusammenfallt, welcher auBerhalb der 
Ellipse E liegt. Daher konneii wir sagen, da6 die Flache F 
fur den Fall A^— a| in die a^^ iCj-Ebene degeneriert und 
wir werden nach dem friiberen Ubereinkonnnen X, so 
lange ea gr56er als — a, iat und auch nocli so lange es 
einem Punkte des von der Ellipse E umschlossenen Stiiekes 
der x^x^-Ehene entspricht, mit }.^ bezeichnen. Sobald es 
gleicb —a, ist, aber einem Punkte der a^a-^-Ebene entepricbt, 
der auBerbalb jener Ellipse liegt, oder sobald es zwiscben 

— Oj und — al liegt, also einem einschaligen Hyperboloide 
entspricht, werden wir es mit ).^ bezeicbnen, wogegen auf 
dem Umfange der Ellipse k^ = }.^ — — al iat. 

Nimmt nun A, welches jetzt k^ heiBt, 

— al ah, so breitet sich das einscbalig 
aus und gebt fur A = ~ a| in denjenigen 2 
den Teil der x^ x^-Ebene iiber, welcber von den beiden 
As ten A^ der Hyperbel 

320) ^^ , - -^}-i = 1 - ^3 = 

begrenzt ist, fUr welehen also -j— '-- 5 2^-'—^ < ^ ^s*. Auf 

dieaem Telle der x^ a^j-Ebeae ist 'A noch mit X^ zu bezeich- 
nen. Der andere Teil der Xj x^-Eibene, fiir welehen X eben- 
falls gleich — a] ist, aber schon mit Aj bezeicbnet werden 
soil, ist die Grenze der zweiscbaligen Hyperboloide, in 
welche die Flache J"iibergeht, sobald A < — a^ wird. Nahert 
sich X dem Werte — a,, so nahern sich beide Schalen 
dieser Hyperboloide von beiden Seiten immer mehr der 
gesamten a;2a:3-Ebene. 

Alle die einacbaligen Hyperboloide, welche man erhalt, 
wenn man 

A = — Oj — s , /. = — «j — 2 « . . . J. = — flj 
setzt und von denen wieder jedes folgende das vorhergehende 
nirgends schneidet, aber ihm iiberall unendlicb nahe liegt, 
erfilllen wieder den ganzen unendtichen Kaum kontinuierhch 
und zerlegen jede der frtiher besprochenen ellipaoidischen 
Scbichten in lauter Einge von unendlicb kleinem Quer- 
schnitte. 
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Alle zweischaligen Hyperboloide endlich, welche den 
Werten '/. = — al ^ s, — a'l — 2i ... —a] eiitsprechen, er- 
fuUen noch einmal in derselben Welse den ganzeii 
unendlichen Baum kontinuierlich und zerlegen jeden der 
besprochenen Hinge in laut€r unendlich kleine Volum- 
elemente. Diese Voiumelemente sind rechtwinklige Pa- 
rallelepipede, da sich, wie wir sofort beweisen werden, 
je ein Ellipsoid, je ein einachaliges und je ein zweischaJiges 
Hyperboloid immer rechtwinklig durchschneiden. 

Alle diese Formen, welcbe die Flache F der Eeibe 
nach annimmt, sind (die Falle ausgenommen, wo sie in eine 
ebene Flache degeneriert) konzentrische und koaxiale Flacben 
zweiten Grades, d. b. sie haben alle denselben Mittelpunkt 
(den Koordinatenursprung), und gleichgerichtete Achsen (die 
Koordinatenachsen). Sie sind aucb konfobal, d. b. alle Kegel- 
acbnittlinien, in welchen sie durch die x^ a^^-Ebene geschnitten 
werden, haben dieselben Brennpunkte, ebenso haben alle 
Kegelschnittlinien, in welchen sie durch die a\ iTj-Ebeno ge- 
schnitten werden, untereinander und aUe, in welchen sie 
durch die aj^Xj -Ebene geschnitten werden, wieder unter- 
einander dieselben Brennpunkte. 

Fiir die Schnitte mit der x^ a^j-Ebene liegen die^renn- 
punkte auf der ic^-Achse in der Entfernung fa^ — a' vom 
Koordinatenursprunge 0, fiir die Schnitte mit der a^^aJg-Ebene 
ebenfalls auf der a;,-AchBe in der Entfernung "/aj — a' 
Ton 0, fiir die Schnitte mit der x^ a;^ -Ebene auf der x^-Achse 
in der Entfernung "j/a^ — al von 0. 

Man aieht dies leicbt ein, wenn man bedenkt, daB, 
wenn A und B beliebige positive oder negative Konstanten 
sind und mit Einrecbnung des Vorzeichens A :> B ist, die 
beiden Brennpunkte der Kegelschnittlinie, welche die Glei- 
chung 4- + -^ = 1 ^i^ti *uf der avAchse in der Entfernung 
'^A — B vom Koordinatenursprunge liegen. Dies gilt sowohl, 
wenn A und B positiv sind, also die Kegelschnittlinie eine 
Ellipse ist, als auch wenn A positiv, dagegen B negativ ist, 
also die Kegelschnittlinie eine Hyperbel ist. Ja selbst 
wenn A und B heide negativ sind, also die Xegelschnitt- 
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linie ganz imaging wird, was bei den Durchschnittslinien 
der oben betrachteten zweischaligen Hyperboloide mit der 
x^x^ Ebene zutrifft, pflegt man diese Punkte noch iramer 
ihre Brennpunkte zu nennen und zu sagen, da6 diese 
re ell bleiben. 

Den drei Werten des I, welche den Koordinaten eines 
gegebenen Punktes entsprechen und also gegenwartig von 
uns als dessen general isierte Koordinaten bezeiehnet werden, 
entsprechen also immer drei konzentrische, koaxiale, homo- 
fokale Flachen zweiten Grades, ein dreiachsigea Ellipsoid, 
ein einschaliges und zweifacheriges Hyperboloid, welche 
sich, da die Koordinaten des gegebenen Punktes die 
Gleichung jeder der drei Flachen erfullen, in dem gegebenen 
Punkte schneiden. 

Falls eine oder zwei oder alle drei Koordinaten Null 
werden, degenerieren eine oder zwei oder alle drei Flacben 




in eine oder in einen Teil einer der Koordinaten ebenen. 
Falls mindestens eine der Koordinaten unendlich ist, de- 
generiert das Ellipsoid in eine Kugel von unendlichem 
Eadiua. 

In Fig. 8 ist das Ellipsoid und das ein- und zwei- 
focberige Hyperboloid [perspektiviscb freilich nicht ganz 
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richtig) gezeichnet, welche sich in dem mit einem Kreuzs 
markierten beliebigen Punkte des Eaumes darchsclmeiden. 
Auch sind die DurehschnittsiiDien der beiden Hyperboloide 
mit dem Ellipsoide gezeicbnet. Weon man diese Figur 
betrachtet, kann man sich leicht klar maclien, wie die ver- 
scbiedenen Flacben degenerieren, wenn gewisse KoordinateQ 
des Durchachnittspunktes Null oder unendKch werden. 

§ 62. Die elliptischen Eoordinaten sind orthogonal. 

^ ist die groBte Wurzel der Gleichung 312), kann 
also als erne Funktion von x^, x^,x^ (eagen wir f{xi,x^, x^)) 
betracbtet werden, welche man z. B. mittels der Cardani- 
sclien Fonnel explizit hinschreiben konnte, da ja die Glei- 
chung 312) eine Gleicbung dritten Grades fiir X ist. 

Lassen wir in dieser Funktion x^ and a^^ konstant nnd 
betrachten blo6 x^ als veranderlich , so kCnnen wir ibren 
partiellen Differentiatquotienten dl^jdx^ bilden. Dieaer 
wird am besten in folgender Weise gefunden: Da l^ "Wurzel 
der Gleichung 312} ist, so hat man: 

-^ + ^ + iiih-^- 

LaBt man darin Xj und x^ konstant, ao folgt: 



Die analogen Gleichungen, welolie man erhait, wenn 
man J.^ nach x^, x^ und X^ und J., nach alien x partiell 
differenziert, kann man in die Form 

^ ' 8x, Alial + ift) 

zusammenfaasen, wobei sowohl i als auch k unabh^ngig von- 
einander jeden der drei Werte 1, 2 oder 3 haben konnen. 
A ist dabei eine abgekiirzte Bezeiclmung und es ist all- 
gemein 
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wobei wir immer das positive Zeichen der Wurzel wahleii 
woUen. Der Index i unter dem Summenzeichen hat, wie 
hier immer die Bedeutung, da6 dem i alle drei Werte 1, 
2 und 3 zu erteilen sind, wogegen dem h ein bestimmter 
dieser drei Weite zu geben ist, gleichgiiltig welcher. 

Die Gleichvmg des durch einen gegebeiien Punkt 
gehenden dreiachsigen Ellipsoids fiiiden wir, weoii wir die 
soeben mit / [i^, t^. t^) be/eichnete Funktion, welche uns 
>.j durch Xj, x^, x^ ausdruckt, gleich einer Konstanten, iia,m- 
lich gleich dem diesem Punkte entsprechenden speziellen 
Werte von X^ setzen. Die Eichtungsko sinus der an dieses 
Kllipsoid im gegebenen Punkte errichteten Normalen iYj 
Bind daher nach den bekannten Formeln fUr die Richtungs- 
kosinua der an eine Flache mit der Gleichung /"(^j, fl;^, ar^) 
= konst. gezogenen Normalen 
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so zu verstehen: es ist J.g als Funktion f{x^, x^, x^] von 
x^, Xj, x^ auszudriicken und dann, bei konstantem x^ ucd Xg 
nach iCj zu differenzieren etc. Es ist also ^-^, t — etc. 
genau dasaelbe, was wir in den Formeln 321} mit -w-^' 
-^— ^ etc. bezeichneten. Wenn wir daber zu dieser Be- 
zeichnungsweise zurttckkebren, so erhalten wir 
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und oach Substitution der Werte 32!) und 322) 

Ebenso folgt: 



COS {N^, 



I 4-i, 



Die GleichuBg des eiLschaligen, durch denselben Punkt mit 
den Koordinaten x^, a^, a^ gehenden Hyperboloids erhalten 
wir in gleicher Weise, wenn wir zuerst die mittlere Wurzel A^ 
der Gleicbuug 312) als Funktion ip von x^, x^, x^ ausdrucken 
und dann diese Funktion ef gleich dem dem betreffeaden 
Punkte entsprechenden Werte von ^ setzen. Die Eicbtungs- 
kosinus der im aelben Punkt an das einscbalige Hyper- 
boloid errichteten Normalen JV^ siod dann wieder den GroBen 
-J^-, -vr^i -iT-^ proportional und analoges gilt fiir die 
Normaie N^ , die man durch denselben Punkt mit den 
Koordinaten 3:^,3^,3:3 ^^ ^^^ durcb diesen Punkt gehenden 
zwei^cberigen Hyperboloide ziehen kann. Die Formeln, 
welcbe man fur die Richtungskosinns aller dieser Normalen 
erbalt, kann man in die Formel zusammenfasaen : 

323) «"(».,«J-^.y^- 

Der Kosinua dea Winkela, welcben irgend zwei {A\ und ^,,^j) 
von dieaeo drei Normalen miteinander einscblieBen, ist dalier 

coa{N^, -ff;. + i) = C08(iV"^, a^j) cosfff^^j, a;,) + 

+ c03(Wj, x^] C08(i\'^^j, 3^2) + C0S[i\''^, a:^) cos [jV^ ^ J , aTj) = 

= —^y ^-l 

^i^Ui^ K ■*- ift) K + \+i) 

Nun ist aber 

(a? + ^,) (Sf + V^ ^ V^a7i \W+W^ ~ ¥+a) ' 
daher 



Hosted by 



Google 



240 V. § 63. X als Funktion der i. [Gl, 324. 325. 

In diesen Formeln kann k jeden beliebigen der Werte 1, 
2 Oder 3 annehmen, im letzteren Faile aber miissen wir 
den Index 4 immer als gleichbedeutend mit dem Index 1 
betrachten. Wir wollen in alien analogen Formeln aucb 
den Index 5 mit dem Index 2 etc, d. h, also alle Mod. 
drei kongmenten Zahlen, wenn sie im Index steLen, als 
gleichbedeatend betrachten. Der Punkt mit den Koor- 
dinaten x^, x^, x^, in welchem die beiden Normalen N^ 
nnd iVj ^ J errichtet sind , gehort beiden ZentraJflacben 
zweiten Grades, za denen diese beiden Normalen gezogen 
sind, an; daher mUssen seine Koordinaten die Gleichung 
jeder dieser Zentralflachen erfiillen, es baben also beide 
Summen in der eckigen Klammer der rechten Seite der 
letzten Gleichung den Wert 1. Diese eckige Klammer 
reduziert sich auf Null und man erhalt; 

daher ancb: 

325) cos{N^,N^^^] = 0. 

Alle drei ZentralflSchen zweiten Grades durchschneiden 
sich daher in jedem Punkte rechtwinklig. Die Trans- 
formation in elliptischen Koordinaten ist eine Orthogonale. 
Man nennt die Einfuhmng von f, {x^, x^, x^, f {^ x,, x.), 
U (^' ^3' ^3) ^t^'* ^' ^3' ^s ^^ Koordinaten orthogonal, 
sobald sich die drei Flachen, welche man erhalt, wenn 
man /j, f^ und f^ gleich drei behebigen Konstanten setzt, 
immer rechtwinklig durchschneiden. 

§ 63. Ansdmck der rechtwinkligen Koordinaten dnrch die 
elliptische. 

Wir wollen nun die umgekebrte Aufgabe in Angri£F 
nebmen, wenn \, \ und X^ gegeben sind, die dazu gehorigen 
Werte toq x^, x^, x^ als Funktionen von Aj, X^, A3 und 
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natiirlich der immer konstant betrachteten GroBen a^^, a^, a^ 
zu berechnen. Wir denken uQ8 zunachst noch den drei 
Koordinaten x^, x^, x^ bestimmte konstante Werte, dem X 
dagegen einen gaiiz beliebigen Wert beigelegt, so daB in 
dem Ausdnicke 

326) 9 {>.) _ ^,'1 , + j,?L + .-^L^ _ 1 

zunachst i. allein als variabel betrachtet wird. Wir setzen 
femer 

327) m = [a] + i.) {al + X) {al + A) 9. {X) . 

Dann ist f{X) eine ganze Funktion dritten Grades be- 
ziiglich X und die immer mit X^, X^, k^ bezeichneten GrSBen 
Bind die Wurzeln der Gleichung f[X) — 0. Nach einem be- 
kannten Satz aus der Theorie der Gleichungen ist also: 

328) nX] ^A{X- X^) {X - X^ {X -~ X^ . 

Setzt man bier fiir f(X) den Wert 327) ein, wobei flir 
(f>[?.] noch der Wert 326} zu substituiereo ist, folgt so ^= — 1, 
da der Koefiizient von X^ beiderseits gleich sein muB und 
man erbalt: 

'^■^^'l - [al + X) («? + X) (al +X] = {X,-X] {X, - X] X, - X) . 

Diese Gleichung gilt fur jeden Wert von X; es ist eine 
identische Gleichung, wenn man darin fur X^, X^, ?^ dereu 
Werte als Funktionen yon x, , a^ , x^, oder umgekehrt fiir 
a^j, x^, x^ deren Werte als Funktionen von X^, X^, X^ aub- 
stituiert. Obige Gleichung bleibt also stets ricbtig, was 
immer man fur X fiir einen Wert substituieren mag. 
Setzt man darin i = — aj', so erhalt man: 

Setzt man dagegen in die Gleichung 329) I ^ ~ al, so folgt; 

Setzt man endlich X — — al, so folgt: 



332} 



I +MW +h)(a l + h) 
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Wir wollen nun alien drei GroBen /^, l^ und Ag will- 
kurliche unendlich kleine Zuwaclise dl^, dl^, dX^ erteilen. 
Die dadurch entstehenden Zuwachae ic, , x^, x^ nennen wir 
deren vollstandige Differentiale. Wir finden sie am leich- 
testen, wenn wir von der linken und rechten Seite dec 
Gleichungen 330} den natiirlichen Logarithmus nehmen und 
daoQ die vollstandigen Differentiale dieser beiden Logarith- 
men gleich setj;en. Ebenso Terfahren wir mit GleicliuDg 
331) und 332). E3 folgen dann drei Gleichungen, welcbe 
wir in die gemeinsame Form 

zusammenfassen konnen. Wir wollen in der letzten Glei- 
chung zuerst * = 1 , dann « = 2, dann / = 3 setzen, jede so 
erhaltene Gteichnng quadrieren und dann die quadrierten 
Gleichangen addieren, Wir bekommen dann links den Aus- 
druck da;^ -f dxl + dxl = '^dx^^, den wir klirzer mit ds^ 
bezeichnen wollen. Auf der rechten Seite verschwinden die 
Koefflzienten von 

dX^.dl^, dXj.dX^ und dX^.d).^, 

da dieaelben genau gleich der Halfte der Ausdriicke werden, 
welche in den Gleichungen 324) auf der linken Seite stehen, 
und yermoge dieser Gleichungen versehwinden. Der Koef- 
fizient von dX^ aber wird gleich dem vierten Teile des 
Quadrates des in Gleichung 322) mit jt/^ bezeichneten Aus- 
drucka, Man erhalt also: 

334) ds^ = dxl+dxl+dxl = l{AldXl+AldXl+AldXl). 

In dem Ausdrucke, wie er durch Gleichung 322} ge- 
gebeu ist, kommen sowohl die x^, x^, x^ als auch die X^, 
Aj, Ag vor; den Auadruck, welchen man fur A,^ erhalt, wenn 
man daria Xy, x^, x^ ebenfalls durch die X ausdriickt, so 
daB nur mehr die letzteren Variabeln io A^ vorkommen, er- 
halt man am kttrzesten in folgeuder Weise. 

Man betrachtet wieder in der durch die Gleichung 326) 
gegebenen Funktioo (f(J) die GroBen x^, x^, x^, daher auch 
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)i^, Aj, Ag als konstant, die Gr66e A dagegen als in beliebiger 
Weiae veranderlich. Den Ausdruck, welchen man erhalt, 
wena man unter diesen Voraussetzungen den Difl'erential- 

qnotienten Zj-^ bildet und darin nach geschehener 

Differentiation ?. = X^ setzt, bezeichnen wir nait — ^j— _ . 
Er ist genau gleich A] , wie man sofort aus Gleichung 322) 
erkennt, wenn man darin ft = 1 setzt. Ebenso ist 



[.^_'''_ii'l ^ AK - [i-^W.! 



. J=, _p_J^ _ =^^, 



wobei die den eckigen Klammern unten angebiingten In- 
dizes die analoge Bedeutung liaben. 

Nun ist, wie wir sahen, in Gleichung 328) der Koeffizient 
A = — 1. Substituiert man den betreffenden Wert YOn f{X) 
in die Gleichung 327), bo folgt: 



<p{l) = 



- i-){h - ^) 



(a( + l){al + i)K + 



Bei der partiellen Differentiation nach k sind x^,x^, x^, 
daher auch \, l^, Ag, welche ja Funktionen tou x^, x^, x^ 
sind, als konstant zu betrachten; es ist also 

_ 3^ (A) _ {h ~ i) ( h - ^) 

dl {a] +l){al 4- l}\al -(- I) 

mebr noch einer Keiho Ton GHedem, von denen aber jedes 
fiir A = ^j Terschwindet. Es ist also: 

Diese GroBe ist aber, wie wir sahen, gleich A\. Bestimmt 
man in derselben Weise Al und Al, so erhalt man drei 
Formeln, welche man in die folgende Fo 
kanu: 



Aus den Gleichungen 333) ergeben aich natiirlicb sofort 
die partiellen Di£ferentialquotienten von x^, x^ oder x^ nach 
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i.-^, A^ oder ?^, wenn man erstere GroBen als Funktion der 
letzteren auffaBt, z. B. die nach A, , indem man d'/.^ = rfAg — 
setzt. AUe diesbeztiglicheii partiellen Differentialquotienteu 
kaiiD man in die eine Form s 



wobei jeder der Indizes * and h unabhaogig von dem andereu 
die Werte 1, 2 oder 3 annebmen kanu. Vergleicbt man dies 
nocb mit der Formel 321), so kann man aucb scbreiben 

wo links die x als Funktionen der J., rechts umgekelirt die 
X als Funktionen der x zm betracbten sind. Die Giei- 
chung 324) kann daber mit Eiicksicht auf die Gleicbungea 
336) und 321) entweder in der Form 

338) Nlfi^iiMi.o Oder ^j^f P ~ " 

geschrieben werden, wobei wieder im Index alle Mod. 3 
kongrnenten ZaUen als gleicbbedeutend zu betracbten sind. 
Da die Eicbtungskosinus der Normalen, die wir im vorigen 
Paraarapben mit iV, bezeicbneten, den Grofien . " ) ..-" , 
-^— ^ proportional sind, so sind die linksstehenden der Rela- 
lationen 338) nnr die bekannten Gleicbungen 

2*C08(JV,,a;Jc08{JV,^j, 3.^ = 0, 

welcbe ausdriicken, da6 sicb die Flachen zweiten Grades 
ortbogonal scbneiden. Analog sind die rechtsstehenden 
Helationen mit dem Gleicbungen 

2' COS (lY. , a:J cos (,Y; r ^,, + ,) = 
jdentiscli. 

Wir woUen nun mit A einen beliebigen Punkt des 
Raumes bezeiehnen , der die recbtwinkUgen Koordinaten 
Xj, a^j, x^ und die elliptischen Koordinaten \, \^, }.^ hat. 
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Jemer sei B der Punkt mit den rechtwinkligen Koordinaten 
x^ + dx^, x^ + dx^, Xg + dXg und den dazu gehorigen ellip- 
tisehen Koordinaten }.^ + d)^, k^ -\- dX^, l^ + d?:^, wobei 
dx^, dx^, dXg willldirlicli seiii k6iinen. Es sind dann dk^, 
dX^, dXg die entsprechenden Zuwachse der elliptiaclien Ko- 
ordinaten. Es kSnnen aber aucb d?>^, d^, rf /g ala willkiir- 
lich betracbtet werden, dann sind dx^, dx^, dxg die dazu 
gehorigen Zuwacbse der rechtwinkligen Koordinaten. 

Die in Formel 334) mit ds bezeichnete GrSBe ist dann 
die Entfemimg der beiden Punkte A und B. Diese Formel 
fitellt also die Lange eines willkilrlicb im Raume gezogenen 
Linienelementes dar. Wenn speziell der Punkt B anf dem- 
selben einschaligen und zweischaligen Hyperboloide wie der 
Punkt A liegt und nur das Ellipsoid, welches durch B gebt, 
dem Werie k^ + d/^ von A, entspricht, wahrend das Ellip- 
soid, welches durch den Punkt A geht, dem Werte Ag ent- 
spricht, so wollen wir dem Punkte B den ludex 3 anbangen 
und seine Entfemung AB^ vom Punkte A mit ds^ bezeich- 
nen. In diesem Falle ist dX^ = dX^ = Q. Daher 

339) ds^ = iJ^d}^. 

Die Gerade ds^ ist ein unendUch kleines, vom Punkte A aus 
gezogenes Stiick der Durchschnittslinie dee ein- und zwei- 
scbaligen Hyperholoides, welche durch den Punkt A gehen, 
und steht, da diese beiden Flachen auf dem EUipsoide 
senkrecht steben, ebenfalls auf diesem senkrecht. 

Der Wert, den ds annimmt, wenn dX, = rfA^ = ge- 
setzt wird, soil mit ds.^ bezeichnet werden. Es ist also 

340) ds^ = :^A^dl^ = AB^ 

der Abstand des Punktes A mit den elliptiechen Koordi- 
naten Aj, /.J, ^3 vom Punkte B^, dessen elhptische Koordi- 
naten /Ij, X^ + dX^, Ag sind, ds^ kann auch als ein vom 
Punkte A aus gezogenes unendlich kleines Stiick der Durch- 
schnittslinie des durch A gehen den EUipsoides mit dem 
durch A gehenden zweischaligen Hyperboloid deiiniert werden 
und steht senkrecht auf dem durch A gehenden einschaligen 
Hyperboloide. 
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E ben BO ist 
341) ds^^ i^A^dXj =AB^ 

der Abstand des Pnnktes A mit den elliptischen Koordi- 
naten '/.^, X^, l^ und des Punktea B^ mit den elliptischen 
Koordinaten A^ + rf A^ , ?^, X^ oder ein von A aus gezogenes 
unendlich kleines Stuck der Durchschnittslinie des durcli 
A gehenden Ellipsoides und eiaschaligen Hyperboloides und 
atebt senkrecht auf dem durcli A gehenden zweiachaligen 
Hyperboloide. 

Der friiher mit B bezeichnete Punkt mit den ellip- 
tischen Koordinaten X^+dX^, X^ + dX^, X^ + d)^ ist die 
A vis a vis liegende Ecke des unendlich kleinen Parallel- 
epipedes, von dem AB^, AB^ und AB^ die drei in A zu- 
sammenstoBenden Kanten sind. ds ist die A und B ver- 
bindende Diagonale dieses Parallelepipedes. 

Wabrend wir in Formel 334) unter ds immer die posi- 
tive Quadratwurzel aus dxl + dxl +dxl versteben, soUen 
in den Formeln 339), 340) und 341) A^, A^ und A^ wesent- 
lieh positive Grolien sein, so da6 also ds^ dasselbe Vor- 
zeichen wie dX^, ds^ dasselbe wie dX^ und ds^ dasselbe wie 
dX^ erhalten soil. 

§ 64. Rektiitkation der Krammangalinien des EUipsoides, 
Komplanation des EUipsoides. 

Einem bestimmten konstanten )^ entspriclit ein be- 
stimmtes dreiachsiges Ellipsoid. Alle einscbaligen Hyper- 
boloide, welche wir erhalt«n, wenn wir dem X^ alle Werte 
von — flj bis — ttj erteilen, durchschneiden dasselbe in einer 
Kurvenscbar, welche wir die Kriimmungslinie erster Gat- 
tnng des betreffenden EUipsoides nenuen. Ihre Tangenten 
zu jedem Punkte fallen namlich, wie in der analytiscben 
Geometrie gezeigt wird, in die Eichtang einer durch diesen 
Punkt gezogenen Hauptkriimmungsebene. Diese Kriim- 
mungslinien beginnen ffir X^=— a^ mit der Ellipse , in 
vrelcher die x^ a;j-Ebene das Ellipsoid durchschneidet und 
enden fur X, =~ al in den beiden Stiicken der Durch- 
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schnittslinie des Ellipsoides und desjenigen Teiles der x^ x^- 
Ebene, welcher zwischen den beiden Asten der Hyperbel liegt, 
der die Gleichungen 320) zukommen. In Fig. 9 ist die obere 
der positifen a^g-Achae zugewendeteHalfte des Ellipsoides vod 
oben, also von dorther betrachtet, wohin die kleinste Halb- 
achse zeigt, perspektivisch gezeichnet. Die ausgezogenen Linien 
sind Kriimmungslinien erster Gattung. 

Erteilen wir dagegen in der Gleicbung 312) dem >^ 
alle Werte zwischen — al und — a], so erhalten wir die 
Gleichungen einer Schar zweifacheriger Hyperboloide, welche 
das Ellipsoid in einer zweiten Kurvenschar, den Kriimmungs- 
linien zweiter Gattung durchschneiden. Letztere sind in 
Fig. 9 punktiert, 

Wenn wir die Formel fur die Lange der Kriimmungs- 
linien einea beliebigen Ellipsoides finden wollen, so geniigt 
63 YoUstandig, dieselbe ftir das Ellipsoid zu suchen, welches 
dem Werte ?.g = entspricht; denn dieses Ellipsoid hat die 
Gleichung 
342) i+-f?+ 3"^ ^■ 

Da aber die Konstanten o,, a^, ^3 ganz willkiirlich sind, 
so kSnnen wir sie immer gleich den Halbachsen des ge- 
gebenen F^llipsoides machen, um dessen Kriimmungslinien 
ea sich handelt. 

Die beiden Gleichungen einer Krilmmungslinie erster 
Gattung dieses Ellipsoides finden wir, wenn wir nebst ^., = 
noch X^ gleich irgend einer zwischen — a, und — al liegen- 
den Konstanten setzen. Das Linienelement einer solchen 
Krummungalinie ist also zu bilden, indem wir in Formel 334) 
i^ = 0, J-3 = konst. setzen und ).^ und d A^ wachsen lassen. 
Es ist also nach Formel 341) dieses Linienelement 

ds-f = ^A^dX^. 
Ein endliches Stuck der Krilmmungslinie ist 



^jA^dk^, 



wobei X" und X\ die dem Anfangspunkte und Endpunkte 
des Stilckes entsprechenden M'erte von Aj sind. Den vierten 
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Teil OD {Pig. 9) einer Kriimmungslinie erhalten wir, wenn 

wir die untere Grenze 'K\ des Integrales gleich ~ a\ , die 
obere X\ gleich — al setzen. 
Die Lange der ganzen, in 
sich geschloasenen KrummTiiigs- 
linie ist das Vierfache dieses 
bestimmten Integrales. Den hier 
zu substituieronden Wert von 
ylj erhalten wir, wenn wir in 
Formel 335) ?^ = nnd l^ gleich 

der Torgeschriebenen Konatanten setzen. Es ist also in 

allendiesen Integralen zu setzen 







i,) 

worin also alles bis anf die Integrationsvariable ?.j konstant 
ist; die Integrale sind also Abelsche Integrale, 

Ebenso ist die ganze Lange einer geschlossenen Kriim- 
mungslinie zweiter Gattung 



^/"V-5r!-TW?iJ(^i7 



Wir gelangen in der nachfolgenden Weise zur Kom- 
planation des Elhpsoides. 

Wir Ziehen vom Punkte A mit den eltiptiscben 
Koordinaten }.^ und ^ des Ellipsoides, fiir welches X^ = 
ist, ans das Linienelement ds^ = \A-^d\ = AB-^ der durch 
A hindurch gehenden Kriimmungslinie erster Gattung des 
Ellipsoides und das Linienelement ds„=\A^i,X^—AB^ 
der durch ihn hindurchgehenden Kriimmungslinie zweiter 
Gattung des Ellipsoides. Ferner ziehen wir von B^ aus 
auf dem Elhpsoide die unendlich kleine Gerade B^G^AB-^ 
und von B^ aus die unendlich kleine Gerade B^ C\AB^. . 
Die he id en zuletzt gezogenen Geraden soUen sich im 
Punkte G treffen. Dann kann die I'igur AB^ CB^A 
ala ein unendhch kleines Eechteck vom FlacheninhaJte 
^AjA^dk^dX^ und zugleich als ein Element der Oberflache 
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des Ellipsoides betrachtet werden , fur welches X, = ist. 
Ein endliches Stuck der Oberflache dieses Ellipsoides ist also: 

343) F=l^ffA^A^d\d}.^, 

wobei alle Wertepaare von X^ und l^ in die Integration 
einzubegreifen sind, welche Punkten dieses Flacheostuckes 
entsprechen. 

Integriert man bei irgend einem gegebenen '/^ beziig- 
lich A von — ci\ bis —a,, so umfaBt man einen ganzen 
Quadranten G D (Fig. 9) einer Krummungslinie erster Gatr 
tung, Integriert man nocb bezilgbch A^ von — al bis — a] , 
HO umfaBt man noch alle Quadranten der Krummungslinien 
erster Gattung von EF\i\s GH, also einen Oktanten des 
ganzen Ellipsoids. Es hat also die ganze geschlossene 
Oberflache des Ellipsoides , dessen Gleichung A^ = ist, 
welches also die Gleichung 342) hat, den Wert: 



Sf tA^A^dX^d\. 



Setzen wir 

344) {a\ +^,)K+/.J« + iJ 



345) {a\ + l,)[a\ + ).,){al + X„)^-hl, 

30 sind vermoge der Grenzen, zwischen denen X^ und X^ 
hegen mtissen, b\ und bl wesentlich positive GrQBen. In 
den zuletzt entwickelten Integralen ist X^ = 0, daher 

346) 4 - -i- 1/^M», -^i) , /, - i Tf^l,{K-Kl- 

Die Yorzeichen vrarden in dieser Weise geschrieben, da 
— X^, — X^ tind X^ — Xy lauter positive GroBen sind. Es 
verwandelt sich daher das Integral 343) zunachst in 
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Da 6j nur Funktion von )^ , b^ nur Funktion von A^ ist, 
80 zerfallt jedes Doppelintegral in das Produkt zweier ein- 
faclier Integrale und man hat 






Erinnert man sich an die Werte you \ und h^, so sieht 
man, dafi jedes der Integrale ein elliptisclies und fur daa 
EotationseDipsoid, wo entweder a^^ = a^ oder a^ = a^ ist, 
durch gewbhnliche zyklometrische Funktionen ausdriickbar 
ist Die ganze geachloseene Oberflache des Ei]ipaoides er- 
hait man naturlich, wenn man mit 8 multipliziert und 

— a^ und — a'l als Integrationsgrenzen fur A^, dagegen 

— al und — al als Integrationsgrenzen flir A^ wilhlt, 

§ 65. Eiirzeste Linien auf dem dreiachBigen Ellipsoide. 

Wir woUen nun die spezielle Form entwickeln, welche 
die Hamiltonache partielle Differentialgleichung im Falle 
der Bewegung eines einzigen voilkommen freien materiellen 
Punktea von der Masse m annimmt, wenn wir dessen Posi- 
tion im Raume durch die drei elliptischen Koordinaten 
K> K' ^ bestimmen, welche also jetzt die Rolle der fruher 
niit p, P^- ■ ■ P^ bezeichneten generalisierten Koordinaten 
spjelen. 

Seien x^, x^, x^ die rechtwinkligen Koordinaten dea 
materiellen Panktes zur Zeit t. Wahrend einer unendlich 
kleinen 2eit dt sollen dieselben die Zuwachae dx^^, dx^, dx^ 
erfahren, wahrend die dazn gehorigen Zuwachse der ellip- 
tischen Koordinaten dl^, dl^, d)^ heiBen mogen. Wir 
setzen wie in Formel 334) 



so da6 ds der wahrend der Zeit dt zurliekgelegte Weg, 
dsjdi die Geschwindigkeit c des materiellen Punktes zur 
Zeit ( und 
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2 \dtj 

dessen lebendige Kraft ist. Da die Formel 334) fur be- 
liebige Koordinatenzuwachse gilt, so mu6 sie auch filr die 
wahrend der Zeit dt eintretenden Koordinatenzuwachse 
gelten. Man hat also: 



wobei i.\, X^, ?,'g abgekiirzte Bezeichnungen fiir die Diffe- 
rentialqnotienten der X nach der Zeit sind. Endlich wird 

T= -~(^'A'J + ^l^-'l + Airi). 

Unser Rezept ging nun dahin, daB man zuerst in dem 
Ausdrucke fiir T die Momente g elnzufuhren, dann 6 ^Vjdpj^ 
fur g^ zu setzea und den so erhaltenen Wert von T in die 
Hamiltonsche partielle Diii'erentialgleichung 

^ + T+ V=0 

zu substituieren babe. Unter den Momenten verateben 
wir die partiellen Differentialquotienten des T nach den ver- 
allgemeinerten Geschwindigkeiten, also nacb X\, X'^ und ^Z^. 
Es ist also: 

dT , ., ,, 
5a = 3-T7- — ^fYiAi/.^, 

Daher: 

Hier hahen wir nocb ftir 5, zu substituieren 5 W/5p^, also 
in unaerem Falle dWjdi.^, ebenao fiir q^ und q^ die Aus- 
drttcke d Wjdl^ und d Wjd ?.y Tun wir diea und sub- 
stituieren den ao erhaltenen Wert von T in die Hamil- 
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+ 4,°^ +r=o. 



252 V- § fiS- Kurzeste Linien. [Gl. 347-349. 

tonsche partielle Differentialgleichimg , so folgt aisc 
schlieBlicli : 

wobei V ala eine gegebene Funktion der Xoordinaten Aj, 
Aj, Ag und etwa noch der Zeit i zu betrachten ist Haben 
wir ein Tollstandiges Integral, also einen Wert von W ge- 
funden, welcber dieser DifFerentialgleicbung geniigt und 
auBer der additiv zu W hiDzukommenden noch drei will- 
kiirlicli voneinander unabMngige Konstanten enthalt, so 
konnen wir daraus in der una bekannten Weise die Be- 
weguiigsgleichungen lierleiten. 

Wir betracbten ein zweites mechanisches Beispiel. h2in 
materieller Punkt soil gezwungen sein, bei seiner Bewegung 
auf der Oberflache eines dreiachsigen Ellipsoides zu ver- 
bleiben. Wir konnen die dem elliptiscben Koordinaten- 
systeme zagrunde liegenden Konatanten a^, a^, a^ gleich 
den Halbachsen dieses Mlipsoides wahlen. Dann ist f-^ — O 
die GJeiehung dieses Ellipsoides, welche also der materielle 
Punkt wahrend seiner ganzen Bewegung erfiillen muB. Seine 
Position auf dem Ellipsoid wird durcb die Werte der 
beiden and ere n elliptiscben Koordinaten JL, und >l^ be- 
stimmt. Da A, konstant gleich Null ist, so reduziert ids^ 
auf Al dXl + Aid}.], daher T auf y [A] K'l + A^ J.'J) und 
die Hamiltonsche partielle Differentialgleichung auf; 

'^«) ^ + -i[A(^)'+ii(^)1 + ''=»- 

Falls auBer den Kraften, welche den Punkt zwingen, 
auf dem Ellipsoide zu bleiben, keine anderen Krafte auf ihn 
wirken, ist V konstant. Setzen wir dana 

349) IF = - (^ + F^j i + tr, 

wobei U bloB Funktion von ij und l^ aein soil und dem 
konstanten Faktor yon t ledighch behufs Vereinfachung 
der Itechnnng diese spezielle Form gegeben wurde, so redu- 
ziert sich die Gleichung 348) auf 
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«™) , «.=i(jf)"+ii(M;r- 

Da ^ = ist, 80 nehmea A^ und A^ wieder die Werte 346) 
an. Setzen wir auBerdem docIi U= D"^ + U^, wobei U^ 
bloB Funktion yon J.j , U^ blo6 Funktion von ^ iat, ao 
reduzieren sich die partiellen Differentialqaotienten auf ge- 
wiShnliche und die Gleichung 350) verwandelt sich in 

3^1) X VdK} + X \-dh) - "^ '^ - "^^ ^^ ■ 

Wir erfullen diese Gleichnng. wenn wir setzen 
h\ ldU,\ 



= +«. — ( 



Aas diesen beiden Gleicliungen folgt, da h^ bloB Funktion 
von L und S„ bloB Funktion von ?., ist 



352) 



f' 


., ii - ., , 




J 




- «i K ; 


+ f)i 


ii " -■ >, 
i, 



daher 

Alle die Snbstitutionen, welche wir da machten, waren er- 
laubt, da es sich bei Ableitung der Eewegungsgleichungen 
aus der Hamiltonschen partiellen Differentialgieicliung, 
wie wir wissen, blofi darum handelt, ein vollstandiges Inte- 
gral derselben zu finden, d. h. einen Ausdruck fur W, 
welcher ihr geniigt und die notige Anzahl unabhangiger 
wjllkiirlicher Konstanten hat. Der Ausdruck 352) aber ist 
eio solches vollstandiges Integral, da er auBer der additiv 
hinzukommenden Konstanten uoch die zwei willkurlichen 
voneinander unabhangigen Konstanten Kj und a^ eotbalt 
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Setzt man seine partieilen Differentialquotienten nach der 
einen und nach der anderen Konstante gleich einer dritten 
resp. vierten willkiirlichen Konstanteo, so erhalt man die beiden 
Bewegungsgleichungen. Da der partielle Differentialquotient 
TOD W nach a^ die Zeit nicht enthalt, so liefert er, gleich 
einer Konstanten — Kg/ 2 gesetzt, die Gleichung der Bahn. 
Man erhalt also fiir dieselhe 



353) 






wobei man sich fur b^ und 6, die Werte 344) und 345) 
subetituiert zu denken hat, so daB also die Integral© ultra- 
elliptische, fUr das Rotation sellipsoid elliptische warden, 

Dieae Gleichung enthalt in Wirkiichkeit nur zwei will- 
kiirliche Konstanten «j a\ und a^ a\, welche so bestimmt 
werden konnen, daB die Koordinatea dee gegebenen Aus- 
gangspunktes des materiellen Puoktes diese Gleichung be- 
friedigen und daB im Ausgangspunkte die Eichtung der 
doreb diese Gleichung dargestellten Kurve die gegebene 
Bewegungsrichtung des materiellen Punktes bat. 

LaBt man auf einer Kugelflache Ton einem Punkte A 
aus nach alien darauf moglichen Kichtungen materielle 
Pnnkte ausgeben, auf welche sonst keine Krafte wirken, als 
diejenigen, welche sie zwingen, auf der Kugelfiitcbe za 
bleiben, so beachreihen alle diese materiellen Punkte groBte 
Kreise, welche sich in dem A vis a vis liegenden Punkte B 
der Kugelflache wieder treffen. Das zwiscben A und irgend 
einem anderen Punkte A^ eines eolchen grftBten Kreises 
liegendes Stiick AA.^ des groBten Kreises ist so lange die absolut 
kiirzeste Linie, die man auf der Kugelflache von A nach 4^ 
Ziehen kann, ais der Punkt B nicht auf dem Stucke AA^ 
zwischen A und A^ liegt. Im letzteren Falle, wenn also 
der materielle Punkt auf dem Wege von A nach A^ den 
Punkt B Tiberschritten hat, ist der grijBte Kreisbogen ABA^ 
nicht mehr die absolut kurzeste, auf der Kugel begende 
Verbindungslinie der Punkte A und Aj_, aber er ist ooch 
ein Grenzwert, d. b. die Lange jeder anderen ihm unend- 
lich nahen Verbindungslinie ACA^ der Punkte A und A^ 
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auf der Kugel ist von der Laoge dea groBten Kreisbogens 
ABA^ um eine GrSBe verschieden, die unendlich klein 
hoherer Ordnung ist, ais der durchschnittiiche Abstand 
irgend einps Punktes des groBten Kreisbogens ■von dem 
ihm zunaclist liegendeu Punkte der Kurve ACA^. 

Wenn man nnn von irgend einem Punkte A auf der Fl^che 
einea dreiachsigen Eilipsoides in gleicher Weise nach alien 
Ricbfcungen darauf materielle Pnnkte ausaendet, auf welche 
aoDBt keine Kraft wirkt, als diejenige, welche sie zwingt, 
auf der Ellipsoidflache zu bleiben, so schneiden sich alle 
Bahnen dieser Punkte, deren Gleichungen alle die Form 
der Gleichung 353) haben , nicht mehr nochmala in 
einem und demselben Punkte, sondern sie haben vis a vis 
¥0m Ausgangspunktc eine einhiillende , die sich nur dann 
auf den vis a via von A liegenden Punkt reduziert, wenn A 
auf einer der Achsen des Eilipsoides liegt Daa Stuck jeder 
soichen Bahn, das zwiachen A und irgend einem anderen 
Punkte A^ der Bahn auf dem EUipsoide liegt, ist ao lange 
die absolut kurzeste Linie, die man auf dem EUipsoide 
zwischen A und A^ ziehen kann, als beim tJbergange von 
A nach A^ kein Beruhrungspunkt mit jener einhiilienden 
durchlaufen wird, Im letzteren Falle iat ea noch immer 
ein Grenzwert, da, wie wir in § 39 aus dem Prinzipe der 
kleinsten Wirkung bewiesen, die Bahn eines von keinen 
Kraiten affizierten materiellen Punktes auf einer krummen 
Flache immer ein Grenzwert aein muB. Es ist aber iiblich, 
diese Bahn ohne weitere Erlauterung ala eine kiirzeste 
Linie auf der betreffenden Flache zu hezeichnen und des- 
halb nennen wir aueh alle durch die Gleichung 353) dar- 
gestellten Kurven kiirzeste, loxodrome oder auch geodatiache 
Kurven. Man sucht namlich zu Schiff im allgemeinen in 
einer kUrzesten Linie von der Ausgangs- zur Endstation za 
atenern und in der Greodasie wird die Entfernung zweier 
Orte der Erdoherflache langs der kurzesten Linien gemeasen. 

Die Abhangigkeit der Lage des betrachteten materiellen 
Punktes auf dem EUipsoide von der Zeit erhalt man, wenn 
man den parttellen Differentialquotienten, der durch die 
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Grleichung 352) gegebenen GroBe W nach a^ gleich einer 
neuen Konstanten — -y- setzt. Dadurch ergibt sich : 

r yxi d).^ r yx ^tix, _ if 

■J ij y^^'^^ J b, Voi A, - «, ~ "*~ ni' 
Daraus folgt: 

^^^^ VkW^^ ~ V^TV^ ^ ~ /« ' 

wahrend die Differentiation der Gleichung 353) liefert: 
355) JEi_^_V?L'l__o, 

6j ya, - a, ij b, lAo, i, - a, 

worauB durch Quadrierung folgt: 

Multiplizieren wir das Quadrat der G-leicbung 354) mit a^, 
addieren dazu das mit — ce^l^/^ multiplizierte Quadrat der 
Gleichung 355) und die mit a^ [/^ - i^) multiplizierte 
G-leichong 356) so ergibt aich mit Rucksicht auf die Defi- 
nition del (TioBen ( durch die Gleichungen 346) 

A /' + 1 / ^^^'. 

Es ist also 4«^ das Quadrat des Bewegungsmomentes, 
also gleich m^e^. 

Die Oeschwindigkeit c umgekehrt ist 2|'«j/m, also 
wahrend der ganzen Bewegung konatant, wie es nicht anders 
zu erwarten war. Der wahrend der Zeit ( zuruckgelegte 
Eogen s der loxodromen Kurve ist also gleich cl and man 
erhalt, wenn man in die Gteichung 353) sjc statt t schreiht, 
die Eektifikation der Kriimmungslinien dea dreiachsigea 
Ellipsoides. 

§ 66, Ein spezieller Fall des Dreikdrperproblema. 

Wir wollen nuu die Bewegung eines materiellen Punktes 
von der Masse m betrachten, welcher yod zwci fixen 
Zentren P und P' angezogen wird und zwar von jedem nach 
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dem Newtonsclieii Gravitation sgeeetze. Wir bezeichnen 
die Lange der G^raden PP' mit Se, ihren Halbierungs- 
punkt mit O und betrachten zuerst den speziellen Fall, daB 
die Anfangsgeschwindigkeit zu Anfang der Zeit in der 
Ebene liegt, die man durch P, P und die Anfangslage des 
materielleu Punktes legen kann. Der Punkt bleibt dann 
immer in dieaer Ebene. 

Wir wahlen den eoeben mit bezeichneten Punkt zum 
Koordinatenursprunge und ziehen die Abszissenachse OX^ so, 
daB der Punkt P auf der positiven Abszissenachse, der 
Punkt F' auf der negativen Absziseenachse liegt, die 
Ordinatenachse OX^ darauf senkrecht in der Ebene der 
Bahn, die Aclise OX^ senkrecht auf die Balinebene. Der 
materielle Punkt belinde sick zur Zeit ( im Punkte A, dessen 
rechtwinklige Koordinaten x^, x^, x^ seien. Es ist dann 
3^ = 0. Wir konatruieren ferner ein elliptischea Koor- 
dinaten system. Die Konstanten a^ und a^ desselben sind 
willkiirlicli, a^ soil jedoch so gewahlt werden, daB 

357) <i\-al^ e-^ 

ist, daB also P und P' die Brennpunkte der EUipsen und 
Hyperbein aind, in denen die konfokalen Flachen zweiten 
Grades, welche die elliptiscben Koordinaten definieren, Ton 
der a^ga;^- Ebene geschnitten werden. Die betreffenden 
elliptiscben Koordinaten des Punktes A seien \, X^, X^. Da 
fiir diesen Punkt a;^ = ist, so ist aucb X^ ^ — a\. Die 
beiden zweisehaligen Hyperboloide degeneriereu in die x^ x^- 
Ebene. Die Relationen zwischen x^, x^ und Zg, ^ finden 
wir, wenn wir in den Gleicbungen 330}, 331) und 332) 
set/en i^ = — a\, wodurcb wir wegen Gleichung 357) 
erhalten: 

e-xl=-[al+l.;,{al-^l,). 
Die Addition dieser Gleicbungen liefert: 

xl+x\=a\ + al + X.^ + k, , 
daber 

xl +xl + 6' = 2a^ +?..^ +>., =wl + wl, 
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wenn wir 



setzen, wobei die Wurzeln immer mit positiYem Zeiclien zu 
nehmen sind. 

Bezeichnen wir die Abstande A P und A P' mit r und 



r = "^xl + xl + e'' — 'Jex^ — w^ — u\^ 
r'^ fxl'+xl"+ e'"+'26x, = «>, + w^. 

Die Vorzeichen sind richtig, da r, r', w^ und w^ poeitiv und 
mit Beriicksichtigung des Vorzeichens ^ > J^, daher auch 
wjg > Wj isL Weim k und k' Konatanten sind, so ist die 
Kraftfunktion in diesem Falle; 



_ h-(w^-w^-k(w._^w^) _ (k'- k)w^-{k-vk--)w-, 



die lebendige Kraft ist 

A^ und A^ erhalt man, indem man wieder in den Formeln 335) 
setzt ?., = — a\, wodurch folgt: 

Ferner ist statt q^ und q^ zu setzen dWjdX^ nnd c* Wjd).^. 
Es wird also 

Bevor wir dies in die Hamiltoasche partielle Differential- 

gleichung 301) aubstituieren, wollen wir fiir k^ und ?.g die 

Yariabeln w^ und w^ einflihren. Ferner wollen wir nock 

setzen: 

359) W=K^t + If', + U3, 

wobei W^ nur Funktion von )^ oder Wj, W^ nun Funktion 
TOn ig oder wjg sein soil. Es wird 
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2mce, {wi - wD + [e' - wl)[-^-^j + {w] - .^)^-^) + 

+ 2m{k'- k)u,:,— 2m{k + !c')w, = 
und man kann setzen 

(M'J - ^Mj^J= - «-. + 2m(t + *>, - 2m«, w^ . 

Die durch diese Gleichungen definierten Fuiiktionen 
TFj and TFg Bind eUiptische und zwar eracheint W^ zuDachst 
als Funktion von w^, W^ als Funktion von w^ ; beide kSnnen 
daher vermSge der Gleichnngen 358) auch leicht als 
Funktionen von r und / ausgedruckt werden. Die Sub- 
stitution in Gleichung 359) Jiefert zunSchst W. Dessen nach 
(ij genommener partieller Differentialquotient liefert gleich 
einer neuen Konstanten gesetiit die Gleichung der Bahn, 
wogegen man den zeitlichen Verlauf der Bewegung erbalt, 
wenn man den parti ell en Differentia! quotient en von W 
nach «^ gleich einer abermals neneo Konstanten setzt 

Wir woUeo nun wieder die Bewegung eincs niateriellen 
Punktes von der Masse m, der gegen zwei fixe Anziehungs- 
zentra P und P' mit der Kraft kjr^ resp. k'/r'^ gezogen 
wird, betrachten, wobei wieder r und / die EntfernuQgen 
des materiellen Punktes zur Zeit t von P resp. P' sind. 
Es soil aber die Eichtung der Anfangsgeschwindigkeit des 
materiellen Punktes njcht in der durch seine Anfangslage 
und P und P' hindurchgehenden Ebene liegen. 

Wir wahlen wieder den Halbierungspunkt der Ge- 
raden PP', deren Lange wir mit 2e hezeichnen, zum Koor- 
dinatenursprunge, ziehen von gegen P die positive Ah- 
szissenachae OX^, auBerdem ziehen wir aber noch zwei 
beliebige fixe Koordinatenachsen OY und OZ auf OX^ 
senkrecht im Raume. Zudem wenden wir noch eine be- 
wegiiche Ordinateoachse Xg an, welche stets senkrecht 
zu OX^ inuner in der durch OX^ und die augenblickliche 
Lage A des materiellen Punktes m gehenden Ebene X^ X^ 
liegen soil. 
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Die Koordinaten des Punktes A beziiglich des be- 
weglichen Koordinatensysteraes OX^ und OX^ sollen mit 
!Cj und Xg bezeichnet werden. Der veranderlicbe Winkel 
zwischen den Geraden X^ und Y, also zwischen der 
fixen xy-'Ehene X^ OF und der beweglichen a;^-Ebene X^OX^ 
soil mit & bezeichnet werden. Dieser Winkel bestimmt 
die Lage der beweglichen a; »/-Ebene, wahrend x^ und ar^ die 
Lage des Punktes A auf derselben bestimmen. Durch die 
drei Variabeln x^, Xg und d- wird also die augenbliokliche 
Lage A des materiellen Punktes im Eaume eindeutig be- 
stimmt. 

Das Verhaltnis der Variabeln /^, X^ zu x.^, x^ druckte 
in der eben gelosten Anfgabe eine rein geometrische Be- 
ziebuug aus, welche bloB auf die Lage in der x^x^-Kbene 
Eezug hat und ganz davon unabhangig ist, ob diese Ebene 
fix ist oder sich bewegt. Die geometrische Lage des 
Punktes A auf der A^ O.Sg- Ebene ist abcr jetzt genau 
dieselbe, wie friiher, als sich der materielle Punkt in einer 
Ebene bewegte. Wir kSnnen also jetzt wie damala die 
"Variabeln A^ und A^ statt x^ und x^ einfuhren. Ea werden 
alle Gleichungen zwischen diesen vier Variabeln, welche 
sich auf die geometrische Lage des Punktes A auf der 
X^ 0^-Ebene beziehen, ToUkommen unverandert bleiben, 
Setzen wir wieder 

so wird wieder 

Die Bewegung des materiellen Punktes wahrend der 
2eit dt kann in drei Komponenten zerlegt werden: 

1. Es wachst x^ um dx^. Dadarch Terschiebt sich der 
Punkt um das Stiick dx^ in der Eichtung OX^. 

2. Es wachst x^ um dx^, dadurch verschiebt sich A 
um das Stiick dx^ in der Eichtung OX^. 

3. Es wachst ri- um d&. Die Verschiebung, welche 
durch diesen Umstand alleiu bewirkt wiirde, steht senkrecht 
auf den beiden fruheren dx^ und dx^ und kann als ein 
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unendlich kleiner mit dem Radius x^ beschriebener, dem 
Zentriwinkel d'3- gegeniiberliegender Kreisbogen von der 
LangeiCgdiS- betrachtet werden, Der gesamte vom materiellen 
Punkte wahrend der Zeit dt beachriebene Weg iat also 



ds^-^dxl +dxl +xld&-''. 

Nun bleiben aber die geometrischen Beziebungen 
zwischen A^, )^, x^ und x^ dieselben, daher ist 
^{dxl + dxl) = A\d).l + A\di.l 

und wenn man wieder die Differentialquotienten nach der 
Zeit durch angebangte Striche markiert 



daher 

^--1'-(ff)"-f<^:'-': + ^; '- + "»'■*"'■ 

woraus sich die den geueralisierten Koordinaten l^, k^, 
& entsprechenden Momente gleioh 

und daher 

ergibt. Ehe wir dies in die Hamiltonsche partielle 
Differentialgleichung 

a w , 
et 



-+ T+ r=^o 



substituieren , haben wir darin fur j^, q^, ?g die partiellea 
Differentialquotienten des W nach den Koordinaten, also 
dWjdX^, dWjd?^ und dWjd-d- einzuset^en. Wir wollen 
fUr Aj und ^ die Variabeln w^ und w, einfubren, er- 
halten also 

ew_ 1 d w e w i_ d_w 

TIT " 2"<Ej J^ ' TIT ~ 2 «-g dtr/ 
Diese Werte nebst 6 Wld& sind in T fur 5p g^ und q^ zu 
achreiben. Femer ist 
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Endlicli wollen wir iiocli setzen 

wobei W.^ iiur Funktion voa X^ resp, w^, W^ nur Funktion 
von Ag resp, w^ sein soil, so da6 

wird. Es verwaEdelt sich scLlieBlich nacli Multiplikation 
mit 2m(M)j —w,) die Hamiltonscbe partielle DifFerentiai- 
gleichung in folgende Gleichung: 

[M,= _ 6=) i ^^A '_(«,= _ e=) f '^^' ') ' + ^'"^ _ ^^"l + 

+ 2m(A- ATw2+ 2m(A'+ A)w7j + ima-^wl ~ 2mKj«>^=0. 

Zu dieser Gleichung addieren und subtrahiereu wir eine 
dritte Konstante a^ und spalten aie dann in die beiden 
Gleichungen : 

^< - ^')(75)'= ^"''^' ~ ^'"'^ ~ """"' ""'^ " ^i + "■= ' 
K - ^'ifdj)'^ 2m(A + h')w.^^ - 2m«,«.= - ^°}^ + «, . 

Aus diesen Gleichungen folgt W^ als nltraelliptische Funktion 
von w^ und TFg als ebensolcbe Funktion von w^. Die 
beiden Gleichungen der Babn erhalt man, wenn man die 
beiden parti ellen Differ entialquotienten dea W nacb k^ 
und Kg je gleich zwei neuen Konstanten ^^ und ^^ sctzt, 
den zeitlichen Verlauf der Bewegung aber erbalt man, indem 
man den partielien Differentialquotienten des W nach Uy 
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gleich einer letzten Konstanten ^j setzt. Naturlich beateht 
die Gleichung der lebendigen Kraft und die auf die yx- 
Ebene bezugliche Flachenmomentengleicbung, mit deren 
Deduktion aus unseren SchluBgleichungen icb mich aber 
nicbt aufbalten ml!. 



VI. Methode der Variation der Konstauten. 



g 6T. Beziehung dieser Methode za der der Variationa- 
reehming der reinen Mathematik, 

Schon in § 8, in dem nachsten auf Entwicklung der 
Gleichung 53) folgenden Abschnitte, beechaftigten wir uns 
mit der Idee einer fortgesetzten Variation, bis man zu 
einem um Endlichee veracbiedeDen Zustande gelangt. Im 
IV. Abschnitte batten wir es dann scbon wiederbolt mit 
dem Begriffe des allmahlicben tJberganges der rein mathe- 
matischen Variation in eine kleine, durcb pbysikaiische 
Ursacben bewirkte wirkliche Anderung der Bewegung zu 
tun. Damit ist aber Bedeutung dieses Begriiies fur die 
theoretiscbe Physik nocb lange nicbt erschopft. 

Es gibt namlich keinen einzigen Naturvorgang, welcher 
sieh in so einfacber Weise abspielen wtirde, daB er absolut 
exakt in Gleicbungen gefafit werden konnte. Giiicklicber- 
weise ist jedocb hautig eine der wirkenden Ursachen bei 
weitem die ausschlaggebendste und man kann die Bewegung, 
welcbe durch sie allein erzeugt wiirde, in Gleichungen 
fassen , welcbe die wirklicbe Bewegung angenahert dar- 
stellen und gewisse Integrationskonstanten entbalten. 
Die iibrigen wirkenden Ursachen werden dann ah solche 
betrachtet, welcbe jene einfache Bewegung storen und die 
Werte der Integrationskonstanten kontinuierlich langsam 
verandem. Diejenige einfacbe Bewegung, welche eintreten 
wiirde, wenn zur Zeit ( plotzlich alle Stiirungen aufhoren 
wUrden, und welche mit denjenigen Werten der Integrationa- 
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konstanten fortginge, welche diese bei der wirklichen Be- 
ivegUQg geracle zur Zeit i haben, lipiBt die oskulierende ein- 
fache Bewegung. 

Dieae Methode der Losung komplizierter Probleme 
heiBt die Methode der Variation der Konstanten. Ihre 
Durchfuhrbarkeit beruht darauf, daB alle Ausdrucke nach 
Potenzen der als sebr klein betracbteten Stomngen ent- 
wickelt werden und zuerst alle Potenzen mit Auanabme der 
ersteii vernaclilassigt werden. Ist diese Eecbnung diirob- 
gefilbrt, so kdnnen dann die Glieder zweiter Ordnnng eben- 
falls beriicbsichtigt werden u. s. f. 

So iat in erster Instanz die Wirkung aller Krafte eine 
Storung und die geradlinige, gleichformige Bewegung, welcbe 
ejntreteo wurde, wenn in einem bestimmten Momente aUe 
Krafte aufhoren wurden, die oskulierende. Ein geworfener 
Korper (Gescbiltzprojektil) bescbreibt in erster Annaherung 
die Fallparabel, die Storung durcb den Luftwiderstand 
wird a!s klein betracbtet. Reibnng, Mittfihwiderstand, 
elastische Nacbwirkung, elektromagnetiscbe Dampfung 
werden als klein e Storungen bei den Scbwingungen von 
Pendeln, Magneten, bei akuatischen und elektromagnetischen 
stehenden Schwinguiigen betracbtet. Die erate Anwendung 
und bocbste Vollendung erfuhr jedocb diese Methode in 
der Astronomie, wo man die Bewegung jedes Planeten, 
Mondes oder Kometen unter dem Einflusse seines Zeiitral- 
korpers als dessen ungestorte Balin, die Einfliiaae aller 
iibrigen Himmelskorper aber als kleine Storungen derselben 
betracbtet. Obwoh] uns daher hier die astronomischen 
Aufgaben femer liegen, so werden wir docb nicht umbin 
konnen, sie als Musterbilder fur eine Recbnungsniethode, 
die aucb in der iibrigen Pbyaik taglich hautiger in An- 
wendung kommt, bier in den Vordergrund zu rucken. 

Die bescbriebene Metbode der Variation der Konstanten 
scheint der Idee nacb grundverschieden von der in § 1 
definierten und in den folgenden Paragraphen verwendeten 
Variationsmethode der reinen Mathematik. Praktiscb sind 
beiden Metboden die nacbsten Verwandten, da beide auf der 
Voraussetzung beruben, daB die Variationen so klein sind, 
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da6 man die Glieder erster Ordnung fiir sich, die zweiter 
davon getrennt wiederum fur aich etc. betrachten darf. 

Wir woUen nun die Metbode der Variation der Kon- 
stanten naber folgendermaBen definieren: Es sei die Be- 
rechnung der Bewegung eines mecbanischen Systems, in dem 
Kral'te tatig sind, die eine gewisae Kraftfunktion V baben, 
Die Losung entbaltc die notige Zahl von Inte- 
Es soil daraus, dadurcb daB man statt 
dieser Integrations konatanteu Funktiouen der Zeit sub- 
stituiert, die Losung einer anderen Aufgabe abgeleitet 
werden, wobei dasselbe mecbanische System sich unter dem 
Einflusse von Kraften bewegt, welche eine etwas von V 
verschiedene Kraftfunktion V + ii liaben. Wir wollen 
dieses Problem zuoS.cbst nach der Lagrangeschen Metbode 
bebandeln. 

§ 68. Lagrauges Hilfssatz. 
Wir leiten Yorerst eine allgemeine Relation ab. Es 
sei genau wie in § 55 ein beliebiges mechanisches System 
gegeben, das durcli die generalisiertenKoordinaten^^, ^Ja-.-Pj 
bestimmt ist. Wir setzen Einfachbeit balber vorana, daB 
zwischen diesen keine Bedingungagleichungen hestehen und 
eine Kraftfunktion V cxistiert, welche nur die Koordinaten 
and Gventuell die Zeit enthait. Wir bezeichnen wie friiher 
mit p' die Geschwindigkeiten, mit q die Momente, mjt 7" die 
lebendige Kraft, welcbe wir bei Bildung der parti ellen 
Differentialqnotienten als homogene quadratische Fnnktion 
der Geschwindigkeiten ausgedruckt denken und setzen 
H = T — V. Dann lanten nacli 74) und 286) die Bewegungs- 
gleichuiigen : 

^») ^'T.myvk "='•'■■■'■ 

Aus diesen Bewegungsgleichungen konnen die Koordinaten 
als Funktionen von der Zeit t und 'As Integrationskon- 
stanten C^, C^...Ois gefunden werden. Wir woUen nun den 
Werten samtlieher Integrationskonstanten unendlich kleine 
Zuwachse SC-^, S G^ ... SO^, erteilen. Dadurch werden die 
zu irgend einer Zeit gehorigen Werte der Koordinaten, 
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Geschwindigkeiten , Momente eowie alle Auedrucke, welclie 
Funktionen dieser GroBen und der Zeit sind, ebenfalls 
unendlich kleine Zuwachse erfahren, die wir durch ein vor- 
gesetztes S bezeichneu woUen. Jeder derartige Ausdruck G 
kann, wie die Koordinaten, Geachwindigkeiten uud Momente 
selbst, als Funktion von (, Cj, C3...C3, ausgedriickt werdeii 
und es ist 



so= y^^sa 



Die den Werten C + ^ C der Integratiouskoustanten 
entsprechende Bewegung ist also eine spezielle variierte 
BeweguDg im matbematischen Sinne der Variationsreclinnng 
und wir kniipfen bier die Theorie der physikaliacben nicht 
strenge uueodlicb kleinen Vtiriationen vollstandig an die 
der matbematischen Variatioueu an. 

Wir wollen nun noch ein zweites Mai den Integration 3- 
konstanteu C^, C^ . . . O2, beliebige andere, von den dC voll- 
standig unabhangige, unendlich kleine Zuwachse J C^, 
A C^ ■ . ■ A C.^^ erteilen. Dann ist ebenso der dadurch er- 
zeugte Zuwachs des zu irgend einer Zeit gehorigen Wertes 
von 

Der Zuwacbs, welchen S G erfahrt, weun man darin die S G 
und nattirlicb immer ( unverandert, aber die C um A C 
wachsen laiit, soil mit ASO, der von AG, wenn man blo6 
die C VJa SO wachsen laBt, mit SAG bezeicbnet werden. 
Dann ist offenbar 

361) 'ISG = IAa^^.^./^-^JO,Aa,. 

Lassen wir in 6 Hldp\ oder 6 Hjdp^ die C und S C wachsen, 
so erhalten wir die GroBen 
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und da die § C tod der Zeit ganz unabhangig sind, so folgt 



Ebeiiso folgt 



s dH 
a -= ,- ■ 



Wir subtrahieren die zweite dieser beidon Gleicbungen yod 
der ersten, nachdem wir die erste mit J^^, die zweite 
mit Spi^ multipliziert baben. Wenn wir noch 

„ dH dApi, . dH ddp^ ^ OH , . . d H .. , 

Sph <ii oph dt opi, -^ " apk " 

einmal addieren, dann subtrabieren, so erbalten wir 

, ., 5^1 

dp\ 



^P>-^-8] 



= Ap,.d -^ — ■ + J p,S -^i op, A -= op t-A .:■,-■ 

Wir wolleii hier dem h alle Werte erteilen und alle so 
erbaltenen Gleichnngen addieren. Da die durch <)' imd A 
angezeigten Variationen vollstandig voneinander unabhangig 
sind, so ist die Summe der beiden positiven Glieder, die 
man so recbta erhalt, nichts anderes als SAH, die Summe 
der beiden negatiyen aber nichts anderes ala — ASH. Da 
nun diese beiden GroBen nacb 361) untereinander gleich 
siud, so verachwindet die rechte Seitc und es wird 

dt .^ " Sp\ St .^^ '^'' Sp\ 

Da V die Geschwindigkeiten nicht enthalt, so ist d Eldp\ = 
d Tjdp'j, = y^, daber kann man die letzte Gleicbung auch 
so schreiben: 

3^2' -it 2 ^'^^'^ '^' ^" - ^P*^ ^ ^'.l = ^ ■ 

Aus der Grftfie 

363) '^h{Ap,^Sq,^-AqJp,l 
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miiB also, wenn man alles durch die C nDd deren Vaiia^ 
tionen und die Zeit ausdrlickt, die letztere herausfallen. 
Diese GroBe kann so ausgedruckt niir Funktion der C und 
deren Variationen sein. Die letzteren enthalt sie natiirlich 
so, daB jedes Glied ein SC und ein AC sis Faktor hat. 
Um zu zejgen, wie einfach der Sinn dieser Betrachtungen 
ist, wollen wir sie an einem ganz leichten Beispiele er- 
ortem, Bestehe unser System aua einem einzigen materielleu 
Punkte vou der Masse eins, dessen Abszisse p sei und der 
sich auf der Abazissenachse unter EinfluB einer Kraft — o> 
bewegt, die ihn gegen den Koordinatenanfangapunkt zieht 
und deren Intensitat der Abszisse p proportional ist. Dann 
iat p= C,sin(a(+ CJ. p'= aC^cos(at + C^) 

Sp^SG^6m[at+ C,) + C^S 0^-cos{at + C^) 
Sp'= a5CtC0s(ai+ 0^) - a (^ ^Cg ■sin(a< + G^) 
Ap^ AC\ sin {a t+ C^)+ C^AC^- cos [a t + C^) 
Ap'^aAC, cos {at + C\)-aC\AC^- sin {a t + C^], 
daher 

Ad'p = SC\ • A C.^ oos{at + aj} + ^ C^ A C^ cos{at + C^) - 
- C^SC^AC^ sin (a t + C^) 

und derselbe Wert folgt fiir S Ap. Ee ist q = ji. Die 
Gleichnng 362) besagt daher, daB ApSp — SpAp' die Zeit 
niclit eothaJt, sondern nur Funktion der Integrationskon- 
stanten und ihrer Variationen ist. In der Tat folgt aus 364) 
Ap dp'- d'p Ap'= aC\(SCj^AO^- AC^S G^). 

M^ir wollen nun zur Methode der Variation der Konstanten 
iibergehen. 

§ 69. Lagranges Methode der Variation der Konstanten. 

Ea seien die 
365) p, p und q 

als solcbe Funktionen der Zeit I und von 2 s Integrations- 
konstanten C gefunden, daB die Gleichungen 360) erfiiilt 
sind, in denen die Kraftfunktion V einea bestimmt gegebenen 
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Wert hat. Wir nennen die durch diese "Werte der p be- 
stimmte Bewegung die ungestfirte. NuQ aollen zu den 
■wahrend deraelben wirkenden Kraften noch sehr iileine, die 
Btorenden hinzukommeii, wodurch der Wert der Kraftfunktion 
von F in V + il iibergehen soil. £i ist naturlich im all- 
gemeinen eine Funktion der Koordinaten imd der Zeit, 
deren Wert aber immer klein sei. Die unter der Mit- 
wirkung dieser st5reuden Krafte stattfindende Bewegang 
nennen wir die gestorte. 

Die Gleichungen 360*) fiir dieselbe unterscheiden sich 
von den Gleichungen 360) bloB dadurch, daB V -^ Q an 
die Stelle von V tritt und wir stellen nns die Anfgabe in 
die Werte 365), welche die Gleichungen 360) fur die un- 
gestorte Bewegung befriedigen, statt der Konstanten C solche 
Funktionen der Zeit zu setzeii, da6 die hierdurch erhaltanen 
Variabeln 

366) p, P, q 

die Gleichungen 360*) ftir die gestorte Bewegung erfullen. 

Da nun die' (7 variabel aind, so werden aie wahrend 
der Zeit dt gewisse Znwachse dG^, dC^...dC^, erfahren 
und wir wollen den Zuwachs, den irgend eine Funktion der 
Variabeln 365) dadurch erfahrt, da6 man darin bloB den G 
diese Zuwachse erteilt, durch Vorsetzen des Zeichens d^ 
ausdrUcken. Dieser Zuwachs ist bloB durch eine kleine 
Veranderung der Werte der Integrationskonstanten ent- 
standen und hat daher ganz die Eigenschaften der friiher 
mit S oder A bezeichneten Zuwachse. Dann ist also 

dt dt' "^ dt ' 
wobei das erate Glied rechts den Differentialquotienten 
des p. nach der Zeit bei konstanten C ausdruckt. 

Es sollen nun die 2s GroBen G so gewalilt werden, 
da6 fur jedes h 



ist Die physikalische Bedeutung der letzten Gleiehung 
kann man sich folgendermaBen klar maflhen. Wenn man 
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aus dea Variabeln 365) die Variabeln 366) bildet, d. h, statt 
der C diejenigen Funktionen der Zeit setzt, welche wir 
finden werden, so erhalt man die gestorte Bewegung. Wenn 
man nun von irgend einer Zeit ( an plotzlich den C diejenigen 
koustanten Werte erteilt, welche aie gerade zu jener Zeit 
haben, so stimnaeD sowohl die Werte der p als auch der p' 
genau mit jeneo iiberein, welche diese GroBen batten, wenn 
die C variabel blieben. Man erhalt also durch diese 
Operation die Bewegung, welche das System in der Folge- 
zeit machen wiirde, wenn zur Zeit t obne Anderung der 
Positionen und Geschwindigkeiten dec Systempunkte die 
stSrenden Krafte plotzlich aofhfiren wilrden. Man nennt 
die Bewegung, welche dana eintrate, die oskulierende un- 
gestfirte Bewegung. 

Wenn z. B. V die Kraftfunktion der Sonnenanziehung 
auf die Erde, il die der anderen Himmelskorper ist, so 
liefert die plotzliche Konstantsetzung aller C die ElUpse, 
welche die Erde um die Sonne beschreibeu wurde, wenn 
plQtzlich alle Stiirungen aufhorten. Noch einfacher: wenn 
wir das Ubergewicbt an der Atwoodscben Fallmaschine 
als Storung und Q als dessen Kraftfunktion ansehen, so 
erhalten wir durch plotzliches Konstantmachen der C die 
Bewegung nach Abheben des Ubergewichts. 

Wir konnen daher die gestorte Bewegung so auifassen, 
als ob in jedem Zeitmomente die oskuHerende ungestiirte 
Bewegung statthatte, sich aber deren Integrationskonstanten 
allmablich mit der Zeit andem wurden; z. B. die gestorte 
Erdbahn so, als ob sich die Erde immer in einer Ellipse 
um die Sonne bewegte, deren Achsen, Ebene etc. sich lang- 
sam anderten, den freien Fall so, ala ob die Bewegung in 
jedem Augenblicke gleichformig ware, aber die Geschwindig- 
keit sich mit der Zeit anderte. 

Die Variabeln 366) sollen nun der Gleichnng 360*) 
genugen, welche man aus 360) erhalt, wenn man V ■\- Si 
statt V subatituiert und welche wir so schreiben konnen: 

d WT dT d~V dH, 
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Die Querstriche driickeB aus, daB (Iberall die Variabeln 366) 
statt 365) substitaiert siiid. Nun sind sowohl die ^5 als 
aocb die f' genau so wie die f und p' aus der Zeit und 
den C zusammengesetzt; nur da6 in den ersteren die C als 
FunktioDen der Zeit zu betrachten sind. Daher sind auch 
V, f, d'Vjdp^, d Tjdp^ und dTjdp\ die gleichen Funk- 
tionen der Zeit und der C wie die entsprechenden un- 
gestrichenen GroBen ; nur daB wieder die C Funktionen der 

Zeit sind. Dies muB bei Bilduna von -,-- -^—r- beachtet 
'^ dt dp\ 

werden. Wir denken uns daher in dTjd p\ die p und p' als 

Funktionen der Zeit und der Causgedriickt und bezeichnen 

durch Weglassung des Querstrichs ihren Differential- 

quotienten nacb der Zeit bei konstanten C, durcb das vor- 

gesetzte d^ aber den Zuwachs, der durch bloBe Veranderung 

der C eintritt, also die Eigenschaften des friiher dutch das 

Zeichen S oder J ausgedriickten Zuwachses hat. Dann 

ist also 

_d_ Ft ^ rf 8_T_ . d, dT 

dt dp'u di dp\ dt dpt 

Substituieren wir alle diese Werte in die Grleichung 360*), 
so folgt: 

~~ dv eu 

Denken wir uns nun die p und p' als Funktionen der 
Zeit und der C ausgedrUckt, so sind die in dieser Gleichung 
Torkommenden Gr68en 



identiach ebenso aus ( und den C zusammengesetzt, wie die 

GrQBen 

d dT ST n 8V 

rrr 3"^' -. — und .- 
dt dp^ dp,. dp,, 

der Gleichung 360). Letztere GroSen erfullen aber dann 
letztere Gleichung identisch, d. h. iur aUe Werte der G und 
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des t. Daher tilgen sich auch die entsprechenden Glieder 
identisch in der GleicbuBg 368) und diese reduziert sich auf 

369) -J7."=-P- 

Da nun £i ein kleines Zusatzglied ist, so werdeii sich 
auch die Werte der Variabeln 366), wenigatens weon die 
verstrichene Zeit nicht zu lange ist, nur wenig von denen 
der Yariabelu 365) unteracbeiden. Wir kiinnen daber an- 
genabert in der obnedies lileinen recbten Seite der letzten 
Gieichung letetere fiir erstere schreiben und die C konatant 
ansehen und erbalten: 

369) ^l^--4^- 

' df dp\ dph 

Dies sind s lineare Gleicbungen zwischen den GroBen 
dCjdt, Die Gleicbungen 367) stellen nocbmals s bneare 
Gleicbungen zwischen denselben GrSBen dar, so daB alie 
diese GroBen ais Fuuktionen der Zeit bestimmt werden 
kijnnen. Ibre "Werte flir eine bestimmte Zeit stellen die 
2 s Integrate on skonstanten dar. 

Die 2s linearen Gleicbungen filr die dCjdt werden 
am leicbtesten auf einem Umwege gelfist. Wir erteilen zu 
diesem Behufe bei der ungestSrten Bewegung den C ganz 
willkUrlicbe unendlicb kleine Zuwacbse ^ C, , A C^ . . . A G^^ 
und bezeicbnen den Zuwaehs, welcben die Variabeln 365) 
und irgendwelche Funktionen derselben dadurch erleiden, 
durcb das vorgesetzte A. Wir multiplizieren ferner die 
Gieichung 369) mit Jy^, die Gieichung 368) mit - Aq^ 
und addieren alle diese Gleicbungen, in denen dem h alle 
Werte von 1 bis s zo erteilen sind, dann folgt: 

Hier wurde wieder 5^ fUr dTj6p\ geschrieben; ferner be- 
deutet links die GrSBe d^ g^ den Zuwacbs, den 5^ erleidet, 
wenn die C irgendwelche Zuwachse dC,, dC^ . . . d C^, er- 
fabren, hat also denselben Sinn, wie die in 362) mit Sq^ 
bezeicbnete GrroBe. Nur daB bei d^ q^ die Zuwachse der G 
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mit d C, bei S j^ aber mit S C bezeicbnet wurden. Ja es 
aind die dC im Grunde auch willkiirlich Zuwachse, da ja Si 
ganz nach Belie ben gewahlt werden kann. 

Es wird daher nach Gleichung 362) der Ausdruck 

371) '^{^P,A9>,-^g^d,P^, 

wenn man alle p, p' und q durch die C und t ausdriickt, 
nur eine Fonktion der Integrationskonstantea C and ibrer 
Zuwacbse J C und d C seio feSnnen. Naturlich muB er so- 
wobl beztiglicb der d G als aach bezijglich der A C linear 
und bomogen sein, wis der Ausdruck 363) bezaglich der 
ti und 4 C. Auch recbts konnen wir in Gleicliung 370) im 
Ausdrucke fUr i2 die p durcb die C und i auadriicken. Da 
J S2 der 2uwacbs ist, der blo6 dadurch entatebt, da6 die 
C um die A C wachsen, so ist 

1 esi 

Nun sind aber die A C vollkomnaen willkiirlicb. Wir kiinnen 
daher links und recbts die mit je einem A C multiplizierten 
Glieder i'lir sich einander gleicb setzen. Wir erhalten so 
jedes diijdC &\8 lineare Funktion der dCjdi, deren Koef- 
iizienten nicht die Zeit, nur die C entbalten, da die ganze 
linke Seite der Gleichung 370) die Zeit nicbt enthiilt. 
Durch Auflosung dieser Gleicbungen nach den dCjdt er- 
halten wir umgekehrt letztere als Kneare Funktionen der 
dSijdC, deren Xoeffizienten natiirlieh wieder nur die C, 
nicht die Zeit enthaiten. 

Die letzteren Gleichungen erhalten wir noch kurzer in 
folgender Weise; Wir bezeichnen die Werte der ji und q 
fiir die Anfangszeit mit p und q. Wir konnen dieselben als 
die Integrationskonstanten C wablen, also die Variabeln 365), 
und daher auch die Gr6Be ii der rechten Seite der 
Gleichung 370) durcb t und die p, q ausdrucken. Da Aii 
der Zuwacha ist, den diese GroBe blo6 dadurcb erfahrt, dali 
die Integrationskonstanten die mit A bezeicbneten Zuwacbse 
erfahreu, so wird dann: 
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372) 



Die linke Seite der GleichuEg 370) reduziert sich fur die 
Anfangszeit auf 



373) 



^■(^^.^j^-^^/i^) 



und da aie die Zeit nicht expJizit enthalt, mulJ sie zu alien 
Zeiten diesen Wert habeB. 

Der Index 1 beim Differentialzeicben kaun jetzt weg- 
bleiben, da ]>^ und q^ die Integrationskonstanten selbst sind, 
also von den Verandeningen, die sie erieiden, wenn man 
unter Konstantbaltung der Integrationskonstanten die Zeit 
wachsen laSt, keine Eede sein kann. Man erhalt also, wenu 
man in 370) die Werte 372) und 373) aubstituierl : 

und da die Werte sa,iatlicher Integrationskonstanten und 
dalier auch der mit A bezeichneten ZawJichse deraelbeu 
■willklirlich Bind, so folgt 



374) 



dq,. _ 



dSl 



dt " 5 qs ■ 



WoUen wir lieber irgend welch e and ere Integratioua- 
konatanten Cj, C^, C^ . . . Cj^ einfiihren, so konnen wir diese 
ala Fuuktionen der p, q and umgekehrt ausgedrlickt denken. 
'Ss iat also 

dt " ^\d:f^ (i< "*" etji" dtj' 

daher nach Substitution der Werte 374) 

dt ^ Vaps aq, 3qs apj' 
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Nun ist aber 

„^. -i^ _ ^eji d t\ SJi _ ^dJidCk 

' dp^~ ^^dC'di,' Si),. ~ ^ 5C» 5q/ 

daber 

wobei sjmboliscb gesetzt wurde 

aus welcher Definitiou folgt; 

378) (q,, C,) = - [r,, C^), (C,, CJ = 0. 

Wir haben bewieseu, da6 die Koeffizienten der Gki- 
chungen, welche die dCjdt durch die dQjdC ausdruckeu, 
nur Funktionen der Intcgrationskonstanteii sein kSnuen, ea 
sind also die (C^, CJ konstante GroBe. Natiirlich ist der 
Zeitanfaug voUkommeu wiliktlrlich ; mau kaun also statt der 
p, q wieder die zu einer beliebigen Zeit i gehorigeu W'erte }f, q 
setzeo. Die GroBe 

379) {6;,0,)-i3(|«'|«-|^'J«) 

' V t' i' _^ \Qp^ Sq^ Sqn dp^l 

ist daber mit 377) YOlikommeu ideatiscb und ebenfalls uur 
Funktion der Integrationskonatanten oder eine reiae Kon- 
stante. Wean daher if = C\ und \)i = G^ zwei beliebige 
Integrale der Bewegungsgleiclmngen 360) sind, wobei rfi uud 
ijj Funktionen Ton i und deu p uud q sind, so muU der 
Wert der Gr66e 

[a. C^ = to, «.) = V. f J^|J^ - J^ p] 
\ k V \r' .1 ^ ysg^ sp^ gp^ sq^j 

wieder too der Zeit unabbingig sein. 

Dieser Satz wurde tod Poisson gefundea. Jacobi 
erkauute, da6 er auch zur Ableitung eiiies neuen Integralea 
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aus zwei gefundenen benufzt werden kann, Sobaid iiamlich 
aus {f, ip) nicht alle p und q identisch lierausfallen, so wird 
immer die Gleichung 

[^j 1^) = konst. 

von denjenigen Werten der p und q, welche deii Bewegungs- 
gleichungen 360) gentlgen, erfttllt. Diese Gleichung iat also 
jedenfalls ein Integral der Bewegungsgleichungen. Sie mu6 
aber nicht ein neues sein. Sie kann auch eine Kombination 
der beiden benutzten Integrale <fi= G^, ip= C^ sein, so da6 
sie von alien Werten der p, q, welche diesen Gleichungen 
geniigen, ebenfalls erfuUt wird. Sie kann auch ein anderes 
schon bekanntea Integral sein. 



g 70. Beispiele. 
Sei ein System materieller Punkte gegeben, fur welches 
beziiglich zweier Koordinatenachsen, z. B. der x- und j/-Aehse, 
die Gleichungen des Flachenprinzips 

380) ^. m, iy, ^, -^,y'^ = a, ±^ m, [z, x\ - r, z\] = b 

gelten. Dann kfinnen wir diese beiden Ausdriicke als ip 
und ip, die rechtwinkligen Koordinaten aber als p wahlen. 
Es reduziert sich {^, tp) auf 

Da dieser Ausdruck nach dem Poissonsclien Satze kon- 
stant sein muB, so lehrt dieser, daB, wenn fiir ein System 
die beiden Gleichungen 380) beatehen, daraus die Richtig- 
keit der analogen Gleichung fur die dritte Koordinatcn- 
achse folgt. 

Hat man aus 376) die p in weiterer Anniiberung ge- 
funden, wobei rechts die G als konstant betrachtet werden 
konnen, da ihre kleinen Anderungen mit den kleinen Grofien 
^i3/5(7multipliziert sind, so erscheinen daselbsfc zu denlnte- 
grationskonatanten gewiase kleineFunktionenderZeitaddiert. 
Man kann diese korrigierten Werte in fi einsetzen und nach 
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d]p^ 2 _esi 

df ~ ^ ^ dp 



[Gl. 381-384.] VI. §70. Beispiele. 277 

Potenzen der nen Muzugekommeiieu Glieder entwickelo. Man 
erhalt dann zu dem Werte des ii, den wir bisher benutzten, 
nocb ein Glied hinzu. Man kann nun wie fruher die Inte- 
grationskonstanten wiedernm so variieren, daB die Werte 
der p die Bewegungsgleichungen inklusive der neu liinzu- 
gekommenen Glieder erfullen nnd schlieUlicb in dieaer Weise 
die Annaherung ao weit treiben, als man will. 

Ala Beispiel betracliten wir wieder den Fall, wo die 
Abszisse p eines auf der Absziaaenachse beweglichen mate- 
riellon Punktes durcb die Gleichung 

381) 

bestitnmt ist. Das letzte Glied sei die storende Kraft. Flir 
die ungestorte Bewegung ist 

382) p ^ V cosat + ^amat= C^sinial + C^], 

q =p'=— a y sin o i + q cos a ( = a C^ cos (a i -f C^). 
Daraiis folgt: 

djP = dv cos at -\ —am at, Ap = A\>zoaat -\ — isina( 

d^q= — odvsino; + rfq cosa(, Aq = ~a AvavQ.at+A{\C(>^at 
d^qA]>~d^pAq = dG,Av^d]>Ai[ =~ A Sidt, 

wobei in i3 zu aetzen ist p = iicosa( + -^sinai. Daher folgt 

d^ _dfi dq _ en 
hsjj) T7- aq ' dt ^ dp' 

- ^^P + /"M . ao ist 

£2=-pf{t) = -Vf(t)cosat ~-^f{t)smat. 
Ea folgt daher aus 383) 
SS4) V = - ^ ff(f} ^'^ {ai)dt, q = J f{t\ cos (ai]dt. 



Man siebt leicht, daB die hier behandelte Methode in d 
einfachen Falle init der Methode identisch iat, nach welcher 
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ans dem allgemeinen Integrale einer linearen Differentin!- 
gleichung ohne zweiten Teil das der entspreclienden mit 
zweitem Teile aligeleitet wird und welche man gemeiniglich 
ebenfalls die Metliode der Variation der Konstanten zu iiennen 
pfiegf. WoUte man die Konstanten C einfiihren, so ware 



^' = l/p' + & = \/^' 



a = arctg — '- -at = nrcis —^ —at, 

^6 0, dC, 8G, 8G, ^ 1 
dq dp dp Bq n C/ 

Q = -CJIt)8m[al+G^]. 

Die Gleicliungen 37G) gelien daher uber in 

385) l?. = /?acos;„,+ C.). lS._ra™,.,+ <,j. 

WUrde man aus den Gleichungen 385) C, und C^ exakt be- 
slimmen nnd diese Werte in die Gleichung 381) substituieren, 
eo wiirde man eine esakte Losung der Aufgabe erhalten, 
dagegen nur eine angenaherte, wenn man die Gleichungen 385) 
dadurch in lineare verwandeln wiirde, daB man auf der 
recbten Seite dieser Gleichungen, wo noch der sehr kleine 
Faktor f{l) dabei steht, C^ und C^ als Konstanten ancabe. 
■Tedenfalls aber erhalt man eine exakte Losung. wonn man 
die Werte 384) fiir v und q in die Formel 382) einsetzt, 
und -J- bloB als Funktion der Zeit gegeben ist Entbiilt 
es dagegen noch p, so kann man foigendes sukzessives An- 
naherungsverfabren eiuKchlagen. Man gibt den bisher mit 
I) nnd q bezeichneten Konstanten den Index Null, don 
variabein GroBen, welche bei der zweiten Anniiberung sich 
zu ihnen dazu addieren, den Index Eins, denen die beim 
dritten Grade der Ann&herung sich welter dazu addieren, 
den Index Zwei etc. Danu ist in erster Annaherung 
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p = i>„ cos [aCj -\- - sin [a i) , 



Q aber, welch^ wir als Funktionen von p unci ( in der 
Form ii{p, i) schreiben, gleich 

Q^^Q {% cos a ( + ^^- sin at,l\. 

Man erhah daher statt der Formeln 383) 

q, = - ^dt Q\ cos [a i) , \\ = -^- fd ( ain a i i^^ . 

Dabei sollen Q', ii"... die sukzessiven partiellen Ableituiigen 
des £i nach p sein. Der Index Null bedeutet, daB hinterher 
\}^ COB at + — sin at fiir ^ zu setzen ist. Es ist also in 
zweiter Annaiierung 

^ = (Vo + Pi) cos a i + I—-— sin a t 
und zu X^u tritt das Glied hinzu: 

((), cos a i + -^ sin « i] £i\ = i3j . 

Man erbalt daiier eine weitere Annaherung, wenn 
man zu \\ ind qj nocli die GroBen p^ und q^ addiert. 
Dabei ist; 

^3= r*^* ^' = ^ frfiiJ^sinai [cosai fi^'^ sin oidi — 

— sin a i [ i}\,coi at <it\ + \ fdti>'„ cos a; j dtii'^ sin^ at — 

— g-inat j dt /2„' sin a t cos a i . 

Ein analoger Ausdruck folgt fiJr q.^ — jdl-^ — '-. Der Wert 

p = (Vo + Vi + Pa) cos a ( + ^^5 — ^ — -- sin a i 

bildet also den dritten Grad der Annaherung, iJie Inte- 
grationen reduzieren sich, wenn ii als Funktion von p und 
I gegeben ist, auf Quadraturen, die aber natiirlich bald sehr 
weitschweifig werdeu. 
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§ 71. Birekte Methode der Variation der Kon&tanten. 

Die bislier befolgte Lagrangesche Methode gewahrt 
zwar manchen Einblick in den inneren Zusammenhang ; doch 
ist sie immerhin mehr iudirekt. "Wir woUen dalier die im 
§ 69 gewoEnenen Eesultate unabhangig von der dortigen 
Beweisfiihning nocbmals ableiten. Wir ftihren eogleicb die 
Variabeln p und q ein, schreibcn also die Bewegungs- 
gleichungen fur das unvariierte Problem in der Form: 

fijr das variierte aber in der Form: 
ggr-i dp^ _ d_E dq^ _ _ 6„?J _dSl 

' "dt ~ dq„' dt ~ dp^ dp,,' 

wobei T die lebendige Kraft, V die Kraftfunktion des 
unvariierten , F + 12 die des variierten Problems und 
E= T+ F ist 

Es seien C^, C^ . . . C^^ willkUrliche voneinander unab- 
hangige Kostanten, 

388) f^{p,q,i}=C^, fc= 1, 2.. .2s, 

die Integrale des unvariierten Problems also der Glei- 



389) ^ + -^I &» " _ ?l! m _ 

ist. Wir woUen nun die C^ gleicb solchen mit eiiier 
willkiirlichen Konstanten vermebrten Funktionen der Zeit 
setzen, daB 388) die Integrale des variierten Problems, also 
der Gleichungen 387) werden. Aus 388) folgt zunacbst: 



dCt _6<fi ■sj IB fk 'ipi 



^ + 



Solange die C konstant sind, mussen die Grleicli- 
ungen 388) die Integrale der Gleichungen 386) sein. Die 
bei Konstanz der C aus 388) gebildetan Werte von 
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miissen daher die Gleichungen 389) identisch erfiillen. Unter 
Beriicksiclitigung dieses Umstandes erlialt man, wenn man 
in Gleichung 390) fiir ^j und ^ ihre Werte aus 387) 
STibstituiert, was erlaubt ist, da ja die (7 so als Funktionen 
der Zeit gewahlt werden solleii, daB die Gleichungen 387) 
erfiillt sind 

"d t ^j dqu d pk 

Dafilr kana man auch schreiben; 

' di ^ [dpt Bq^ 8q,, 6p„j ^^»:' " 

da ja ^ die q nicht enthalt, daher diijdq^ = ist. Da 
£i klein ist, konnen in der letzten Gleichung rechts fiir p 
und q die fiir das unvariierte Problem geltenden Funktionen 
der Zeit geaetzt werden. Wir wollen nun die partielien 
Differentialquotienten d (f-ijdpj, ■ ■ ■ einfach mit d C^/dp^^ . . . 
bezeichnen, urn nickt beide Buchstaben ip und C mit- 
schleppen zu miissen. Daher schreiben wir aucb in Glei- 
chung 391) d Cj^jdpf^ und d C^jdq^ fur drpjdp^ und dfpjdq^. 
Denken wir Q durch ( und die C auagedrtickt, so wird 

dii ^ '^8Ji d 0, 8Si ^ '■^ dJ2_ SO^^q 

Sp^ ~ ^ eCi dp^ ' Hq^ ~^ eCi "Sq^ ' 

daher verwandelt sich Gleichung 391) in 

392, "'=|/(C..q|f. 

■wodurch die Gleichung 376) in einfachster Weise bewiesen 
ist. ((7j, C^ ist wie dort durch die Gleichung 379) gegeben. 
Doch haben wir hier keinen Beweis erbraeht, daB nicht 
(Oj, G^ auBer den C auch noch die Zeit explizit entbalten 
kfinne. Es hat jedoch keine Schwierigkeit diesen Beweis 
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ebenfalls direkt zu fiihren. Seien 0,^ = <f[p, q, () oad 
Cj = if(p,q,t) zwei der Integrale 388), so ist nach 379) 
die Definition Ton (Cj, C^ die folgende: 



daher ist 



393] 



■Sn I gy d_ dy> dip d_ dip 

.^ \ dpi, dt dqh dq^ dt flp» 

8 <f' d dip d ip d B qi \ 

dgi, dt dpn dpi lii dpnl 



da f = C^ ein Integral der Gleichungen 386) ist, so hat 
man analog rait 389) 



dt "^^ [dp, 



Durch partielle Differentiation dieser identischen Glei- 
nach p^ oder 5^ folgt 






~ jiLj [dp^dqt dpi dq, Bpidpi, 



I dp.dpi, d q, dpi dphdqij'. 

d^q _ -sr^. I d'-q dE^ d_^ d'- E _ 
3951 J Stdq^ ^'\dq^dq< d p> d q, dp^dq^ 

S^f^ d^ _ dq^ _^'_^] 

[ dp/dq^ dqi dpi dq^dqij' 

Anderseits folgt direkt, indem man wieder fiir dp^jdt 
und dqjdt die Werte 386) substituiert: 

d_ / dq \ _ d'q •^. I d% r d E _ d'-g d E \ 

dt\dpj'^ didp^ '^^'\dp,dp~, dq, dp.d'q^ dp,] 

— {Ai^ — _^ J. "S^i _^_!.?'_ ^ _ ^"T 5^) . 

dt\dq^l~ dtdqi, ^j [dpidq^ dq, dq^dq-, dp,)' 
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die Snbstitution der Werte 394) und 395) in diese Glci- 
chuDgen Hefert: 

dl\ d Ph I ^J \ 5 g,- fl p, 3 jiift dpi Bpiid q, / 

— f-^ '^ "l = 'V; (~^ -1^-^— - ll. ^'^ ] 
<it[dg^j " ^'[dqi dp,8q^ dpidq^dqij' 

Die Werte voa -^,M und -i{p] findet man. in- 
dt\dp^l clt\dqnj 

dem man i/j mit gn vertauscht. Substituiert man dieae vier 

Werte in 393), so erhait man recMs eine Doppelsumme, in 

der Bich, wie man leicht sieht, je zwei Glieder heben. Es 

folgt also d{C^. C^ldt= 0, {Cj, cjkann die Zeit nicht explizit 

enthalten. 

% 12. Einfiiltrang der Hamiltoseches Eonstanten. 

AVir haben das Problem jetzt in der allgemeinsten 
Weise gelost und in den Gleichungen 392) ganz beliebige 
Integrationskonstanten eingefiihrt. Diese Gleichungen Tcr- 
einfachen aicb, wie Jacobi gezeigt hat, enorm, wenn man 
solche Integrationskonstanten einfuhrt, wie man sie bei der 
Integration der Differentialgleichungen 386) des ungestorten 
Problems nacb der Hamiltonschen Alefhode erhalt. 

Man hat da zuerst ein vollstiindiges Integral der 
Hamiltonschen partiellen Differentialgleichung 

zu Buchen, welches s voneinander unabhangige Kon- 
stanten «^, u^ • ■ ■ ce^ enthalt, von denen keine additiv zu 
W hinznkommt. Die Gleichungen 

sind dann Integralgleicbungen der Gleichungen 386), d. li, 
sie drncken die p als Funktionen der 2 s willkurliclien 
Integrationskonstanten a und /? so aus, daB die Glei- 
chungen 386) erfullt sind. Die a und ^ sind also 2s will- 
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kiirliche Integration skonstanten und da die Formeln 392) 
vOQ beliebigen derartigen Integrationskonstanten gelten, so 
mtissen sie auch von den « und ^ gelten. Wir konnea 
diese so als Funktionen der Zeit mit additiveii wiUkiirlichen 
Konstanten bestimmen, daB die Gleichungen 396) die Inte- 
grale der Gleichungen 387) sind. Dazu ist erforderlich, 
daB die a und /? den den Gleichungen 392) analogen 
Gleichungen : 



397) 



ftih 'sri , .,6 Si , "sri , n<,S Si 



und ahnliche Bedeutungen haben {a^. (9^ und {^^. /9^. Hierbei 
ist jedoch jedes « oder ^ als Funktion der p, q und von i 
ausgedriickt zu denken. 

Wir wollen Kiirze halber jede partielle Differentiation 
von W nach «^ durch den oben angehangten Index h, jede 
nacb Pj durch den unten angehangten Index k markieren, so 
daB z. B. 

9' W 

ist. Dann kounen wir die Gleichungen 396) so scbreiben 

399) 1^" = ^, 
wogegen die q aus den Gleichungen 

400) Tf',, = 7„ 
folgen. 

Wollen wir die in 398) vorkommende GrSBe da^jdp^ 
bestimmen, so hahen wir ^^ und dp,^ wachsen zu lassen; 
dagegen alle ubrigen p und alle q und i als Konstanten an- 
zusehen. Samtliche « werden sich dahei veriindern, d a^ sei 
der Zuwachs von «^. Es folgt daber aus 400) 
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[ IFJrfa, + Wlda^ . 


. W\d 


«.+ tTj, 


401) 


1 W'da, + WUce,. 


. ^^^;rfe, + w^^ 




1 Wido!^ + W^da^ . 


. Wlda, + W^^ 


Setzen 


wir 










W\, W\ . 


. . W\ 




402) 


A = 









und bezeichm 
setzen also 



. die Unter deter minante nach W^ mit J^, 



so folgt aus 401) 

d at I ^T „r ,k 

dpi, A .^ '" 

Hier ist aber da^ derjeuige Zuwachs des a^, der entstand, 
indem nur p^ und dp^ wucbs, wahrend die tlbrigen p und 
alle q konstant blieben. Es ist also die bo berechnete 
GroBe dujdp^^ das, was in 398) mit dajdp^ bezeichnet 
wurde und man bat 

404) i^ = _ J_ SljfTF... 

Will man dajdq^ linden, so sind alle jj und alle q 
auBer 5^ konstant zu lasaen. Daher folgt aus 400) 
W\ da^+W\ dci^_...W\ da, = i) 

Wi du^-\-Wl dc(^...Wl da, = dq^ 
Wl^idaj + W^+idu ...Wl+ids =0. 



Daraus ergibt sicb da^jdq^, also die in 398) mit dujdq^ 
bezeichuete GroBe, gleich 



405) 
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Aus 399) iindet man, wenu alle p konstant sind 

406) rf^j= W^''da^ + W^''dtt^... W'^da,. 

Wir wolleu nuii aucb aile g bis auf g^ konstant, letzterea 
aber um dq^ wacbsen lassen. Die Quotieuten von dq^ in die 
dabei entstebenden Zuwacbse ¥on d(i^, da-^, da^... sind 
die Ton una mit d 0^jd q^dtt^ldq^^... bezeicbneten GroBen. 
Die Division von 406) dnrch dq^ liefert daber 

407) ^h.= yw'?fi- 

Sind endbch alle q und alle p bis auf p^ konstant, 
weicbes letztere um dp^ wacbst, so folgt aus J) 99) 

d^^= Wl dp^ + 2 1^'" ^ ^-i 

und die Division durcb dp^ liefert 

408) '^Jl = -wl^ Vi W'^y^. 
' dpt " ' ^ dih 

Subetituieren wir in 

409) («..».) =2 te Si; -j^st;) 

die Werte 404) und 405), so folgt 

K.«J - i2' J'f^'-^' - "'""^ "'•"■ 

lu dieser Doppelsumme ist der Koefiizient von TF^; 
gleiob und entgegeugesetzt bezeichaet, wie der von W.^, Da 
aber W^. = W^,^, so hebt sich das GKed mit W^. gegen das mit 
fTj^ und daber beben sicb iiberhaiipt je zwei Glieder der 
Doppelsumme gegenseitig und man hat also 
410) («^.,«j) = 0. 

Wir woUen nun in den Ausdruck 

(«../^*) = - <A^ «j = y(i^ P' - 1- !--] 
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zTinachst nur fur 

-^ UDd ^ 

die Werte 407) und 408) aubstituiereD. Es folgt 

Im zweiten Addeiideii rechta ist die nach /; genoramene 
Doppelsumme nichts anderes als [a^. a^, verschwindet also 
nach 410). Im ersten Summandeii subatituiereu wir fur 
dajdq^ deu Wert 405). Nach einem bekauaten Satze der 
DctermJnaEtenlehre ist gemaiJ der Definitionen 402) und 403) 



2^1. 



gleich Null oder gleich A, je iiachdem k gleich I oder 
daTon Terschieden ist. Daher ist auch 

4111 I (''^'''<'^-(^''^^ = -l ^^' ^"='' 
' I («„ <5J = - (^j, a,) - fur k^l. 

Substituiert mau endhch in 

die Werte 407) und 408), so erhalt man drei Glieder. 
1. Die dreifache Summe 



^' ^ ^ \^Vi. ^ ^n 



9?* fiVi>) ' 



welche verschwindet, da die nach h zu nehmende Summe 
gleich (k;, k ) ist. 

2. VermQge des nach 408) auBerhalb der Summe 
stehenden Gliedes voa d§Jdy^ die Doppelsumme 



^'"^^m. 
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welche sich durch Substitution des Wertes 405) unter An- 
■wendung der soeben angewendeten Satze uberDeterminaiiten 
auf TP"" reduziert. 

3. Vermoge des analogen GUedes von d^Jd^^^ die 
Doppelsumme 

5»,. 



-i^s^^m. 



welche sich ebenso auf — W' reduziert. Es ist also all- 

gemein 

«2) (/».,« -0. 

Vermoge der Eelationen 410), 411) und 412) nehmen 
die Gleichungen 397) die einfeche Form an: 

.,o\ rff* 6i'^ d^t oii 



§ 73. Integration des Storungsproblems dnrch eine der 
Hamiltonschen analoge partielle Differentialgleicliiuig. 

Die Konatanten « in dem voDstandigen Integral W 
der Hamiltonschen partiellen DifferentiaJgleichung 294) 
sind irgendwelche Funktionen der Anfangswerte p der Ko- 
ordinaten. Wir konnen sie jedenfalls gleich den p selbst 
setzen. Dann wird nach 292) 
d W 



Die j9 werden also gleich den negatiyen q, Wir konnen 
also in den Gleichungen 413) die a den p gleichsetzen. 
Dann werden die ^ gleich den negativen q und erhalten so 
■wieder die GleJchungen 374), von denen wir in der Beweis- 
fubrung des § 69 ausgingen. 

Wir sahen in % 58, da6 jedesmat, wenn zwischen den 
2s Variabeln p^, p^, ... 9, Differentialgleichungen von der 
Form 

rfp» _ S^ dgt _ 8 E 
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beetehen, wobei E eine beliebige Funktion E(p, g, i) der 
p, q und der Zeit sein kann und keineswegs beaiiglich der q 
bomogen und vom zweiten Gfrade sein muB, deren Integrals 
aus einem vollstandigeo Integrate der partiellen Differential- 






= 0, 



welclie der Hamiltonschen voUkommen analog iat, her- 
geleitet werden konnen. Diea gilt also auch hier, da die 
Gleichungen 413) genan die in Rede steliende Form haben. 
Die entsprecbende partielle Differentialgleichung ware, wenii 
wir das betreiJende W mit dem Index 1 versehen: 

414) Tr-s = o 

WO in a die p und q durch t, ce und /? auszudriicken sind 
und nachher fiir jedes ^^ zu setzen ist - — 

Nehmen wir an, wir batten ein voUstandiges Integral 
dieeer partiellen Differentialgleicbung TTj («^, a\, t) gefunden, 
wobei die a\ die s unabhaagigen Integrationskonstanteu 
sind, von denen keine additiv zu W binzukommen darf, 
Dann aind durch die Crleichungen 



die Integrals der gewfihnlichen Differentialgleiehungen 413) 
gegeben. Die a und j5' sind die 2 s Integrationskonstanten. 
Ubrigens wurde nichts hiudern, die Rolle der a und ^ zu 
vertauschen. Dann wiirde 

die partielle Differentialgleicbung und die k waren durcb 
dW^jd^ zu ersetzen. 

Man kann ubrigens in der folgenden Weise umgekehrt, 
die partielle Differentialgleichung 414) direkt ahleiten, und 
so W^ durch die friiher eingeftlhrten Funktionen ausdriicken. 
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Sei W^ ein vol! stand ige 3 Integral der HamiltonBclieiL 
partiellen Differentialgleichuug 






s = ^ + T-f r=o 



fiSr daa ungestorte Problem. « seien die s Konstanten dea- 
selben. 

415) ^-f-A 

seien die Integrale der Gleichungen 386) des ungeatorten 
Problems, die entsprecbenden q sind durch die Grteichungen 



416) 



5 tTp _ 
8pk 



gegeben. Es sei nun W die Wirkungsfunktion fiir das 
variierte Problem, also 



wobei W als E^lnktion von (, p und deren Anfangswerte p" 
ausgedriickt zu denken ist. Dann ist bei konstanten p* 

Es sollen nun in den Gleichungen 415) die « nnd 8 
gleich solcben Funktionen der Zeit gesetzt werden, daB die 
daraua folgenden Werte von p die LSsungen der Glei- 
chungen 387) fiir das gestorte Problem sind. Setzt man in 
W^ ebenfalls a und ^ gleich diesen Funktionen der Zeit, 
so soU es in Wf, tibergehen, was keineswegs mit W iden- 
tisch ist, da W^ die Gr68e ist, in welche 



f{T+ V]d 



iSbergeht, wenn man vor Ausfllhrung der Integration darin 
die p und g aue deo Gleichungen 415) und 416) entnimmt, 
und dabei a und (3 konstant betrachtet und erst nach Aus- 
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flthrung der Integration a, und p gleich den betreffenden 
Funktioneu der Zeit aetzt, wogegen in 



W = Ut-^ r+ U)dt 



die f und g zwar auch den Gleicliungen 415) und 416) zu 
entnehmen, aber schon vor Ausftthrung der Integration die 
a und /5 als Funktionen der Zeit zu betrachten siad. Ea folgt 






und da die Q-leichnngen 415) und 416) bei konstanteu « 
und (9 genau ebenso wie bei variabeln aussehen 

Subtrahiert man hiervon die Gleichung 417), so 
folgt also 

d{W^ - W)= iidt+ yiPf^dai^. 

Bezeichnen wir nun die Differenz W^ — W mit Wj^, so 
folgt aus der letzten Gleichung: 



Druckt man in der ersten dieser Gleichungen Q durch t 
und die a und ^ ans und substituiert statt der /? wieder 
-3 — , so hat man wieder die partielle Differentialgleicbung, 
welche der Hamiltonschen voIlkotQmen analog ist. 

§ 74. Anwendnng auf die Astronomie. 

Wir haben scbon in § 67 bemerkt, daB wir alle physi- 
kaLischen Probleme ohne Ausnahme nur angenabert zu losen 
vermogen, so daB der Fall die Eegel bildet, dafi griSBere 
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Annaherangen an die Wirkliclokeit nach einer Methode 
gefunden werden mttssen, welche dem Wesen nacli mit der 
eben entwickelteii Stoningsrechnung iibereinstimmt Die 
liSchste VoUendung liat aber diese Storung^rechnung in 
der ABtronomie gefunden und es sei daher hier gestattet, 
die Grundprinzipien der astronomiachen Storungstbeorie 
gewissermaBen als typiscbes Beispiel zu entwickeln. 

Wir betrachten zu diesem Behufe die Sonne samt 
alien Planeten und stellen nns die Aufgabe, die Storungen 
zu berechnen, welche die Bahn eires dorselben (wir wollen 
ihn Kiirze balber den Mars nennen) durch die iibrigen 
Planeten erfabrt. Wir betrachten samtlicbe HimmelskSrper 
als materielle Punkte 7on bestimmter Masse, welciie nach 
dem Newtonschen G-ravitationsgesetze aufeinander wirken. 
Wir bezieben sie zunacbst auf ein fest mit dem JFixstern- 
himmel verbundenes Koordinatensystem. Sei m^ die Sonnen- 
masae, ^^, i/^, J^ ihre rechtwinkbgen Koordinatcn i;u einer 
bestimmten Zeit (. Dieselben G^roIlen sollen zur selben 
Zeit fiir den Mars die Werte m,,, |„, 7j„, ^^, flir die anderen 
Planeten m^, |j, i?j, ^^ m^, i^, i]^, C^ ■ ■ ■ "?„, |„, %, C„ baben. 
Femer sei r^^ die Entfernung der Masse rait dem Index h 
und der mit dem Index k und x die G-ravitationskoustante. 

Dann konnen die Bewegungsgleicbungen in der Form 
gescbrieben werden 



df ' " 



'2^ 



Dabei wurde mit m^ wegdividiert, Dem k kann jeder der 
Werte s, 0, 1, 2 ... m erteilt werden und ebenso ist die 
Summe so zu verstehen, da6 dem k die Werte s, 0, 1, 2 ... m 
zu erteilen sind. Das Glied, fur welcbes h = k ist, ist aus 
der Summe \veg;;ulassen. Aiialoge Gleiebuugen gelten tiir 
die y- mid x-Achse. 
Wir setzen nun 

I;. - I. ^ ^h' % -% = ^ft' 'Ck-C,=^ H 
i'l, = y^h + ;/A + Sft = J-,a, 
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I daB o^ die Entfernung des Planeteu mit der 1 
m der Sonne ist iind 



wird. Dann lautet die auf die rc-Achae bezugliche Be- 
wegungsgleicliung ^r die Sonne 

die entsprechende Gleichung fiir den Mars aber lautet 

t?'?o ^ _ icw.iCa _ ■^ «*» (a il - X t) ^ 
df ~ qI ji-J r^s 

Die Snbtraktion der beiden letzten Gleichungen liefert 

d^'Xn a (tUq + m.) X g _ "ST^ Ixt^ Xg - xA 

~dF- Qi """ ^ "[$', "^ <"r 

Analoge (rleicliungen gelten fiir die y- und a-Richtung. 
Wir werden im folgenden den Index Null weglassen, die 
iibrigen Indizes aber unverandert beibehalten, so daB die 
letzte Gleicliuiig sich so schreibt 

mit zwei analogen, fur die y- und a-Hicbtung. 

Hier sind x, y, % die Koordinaten des Planeten, deasen 
StSrung wir bestimmen wollen bezuglich eines Koordinaten- 
systems OX, OY, OZ, dessen Koordinatenacbsen fixe 
fiichtungeu im Raume [gegen den Fixsternhimmel) haben, 
dessen Ursprung aber immer im Sonnenmittelpankte liegt. 
Die zeitlichen Anderungeti von x, y, z bestimmen also die 
Bewegung des Mara relativ gegen die Sonne, also jene Be- 
wegong, welche gerade der Beobachtung zuganglich ist 
3^, y^, x^ sind die Koordinaten irgend eines andereu Planeten 
relatiy gegen das Koordinatensystem OX, OY, Z, alao 
relativ gegen die Sonne, 
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o = y^a + yi + x,^ 

ist die Entfernung des Mars von der Sonne, 



die YOn jenem anderen Planeten, 



((j = ]/x| + «/fc + «fc 
die jeoea anderen Planeten von der Sonne. 

Es steilt nun das erste Glied der rechten Seite der 
Gleichung 418) die ungest6rt« Bewegung des Mars relativ 
gegen die Sonne dar, welche genau so erfolgt, wie seine 
absolute Bewegung im Raume erfolgen wurde, wenn die 
Sonne ein im Eaume fixer Zentralkorper von der Masee 
m + m ware ; die iibrigen Glieder aber atellen die Storungen 
durch die anderen Planeten dar. Alle betre£fenden Krafte 
haben eine Kraftfunktion. Setzt man namlich 



F=- 



>'(.m. + m) 






SO kann die Gleichung 415) so geschrieben werden: 

sv _dji if= y ^ er dSi 

■~ ~ex Bx' df '^ By By' 
dr'% BY 8Si 



419 a) 



Es ist also V die Kraftfunktion bei der ungestorten Be- 
wegung, Si die der storenden Krafte. Wir haben daher 
folgende beiden Aufgaben zu losen: 1. Wir haben die un- 
gestiSrte Bewegung mittels der Hamiltonschen partiellen 
Differentialgleichung zu bestimmen, wobei wir sechs lute- 
grationskonatanten a^, a^, a^, /5i, ^^, ^^ erhalten. 2. M'ir 
haben statt dieser Konstanten mittela der Gleichungen 413) 
solche Funktionen der Zeit einzufuhren, daB die geatorte 
Bewegung dargeatellt wird. 

§ 75. Hamilton - Jacobische ISethode der Losung dea Zwei- 
Korperproblems. 

Die erste Aufgabe fallt sachlich zusammen mit der 
Bestimmung der elliptischen Bahn eines Planeten um die 
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Sonne, welche wir schon im I. Teile § 21 ausgefiihrt haben. 
Wir miiasen also bier diese Aufgabe ein zweites Mai nach 
einer ganz ■verscbiedenen Methode lOsen. 

Wir bestimmen die Lage des in Betracht kommenden 
Planeten M (des Mars) ini Raume in folgender Weise. Wir 
deukeii uns die Sonne Sim Mittelpunkte des kugelfiirmigen 
HimmelsgewSlbes und die Ekiiptik als groBten Kreis des 
letztereo. DaB die Lage dieses groBteu Kreises so gewahlt 
wird, da6 die (natiirlicb ebenfalls gestorte) Erdbahn zu einer 
gewisaen Zeit in seine Ebene fSllt, ist ftir unaere Eecbnuogen 
unwesentlich. Nur daB alle Planeten sich nicbt allzu weit 
von dieser Ebene entfernen, wird benufst. Der groBte Kreis 
der Himmelakugel, welcber durcb den Pol der Ekiiptik und 
den Planeten M geht, treffe die Ekiiptik im Punkte N. 
Der Winkelabstand dieses Punktes vom Fruhlingspunkte 
(die Lange dee Planeten) lieiBe >p, der Winkel MSN (die 
Breite des Planeten) beiBe & [vergl. Fig. 10 S. 298). Dann sind 
j), )9-und^ gewobnliche Polarkoordinaten. Die Formeln419a) 
zeigen, daB die Bewegaug des Mars relativ gegen die 
Sonne genau so Tor sicli gebt, wie dessen absolute im 
Raume gescbabe, wenn seine Masse gleicb eins ware und 
V reap, ii die Kraftfunktionen fUr die ungestorte Bewegung 
resp. die der storenden JEirafte waren. Es geniigt daber das 
letztere Problem zu losen. Fur dasselbe ware die leben- 
dige Kraft 

(vgl. § 11, wo r fiir q und 90" — & flir t*- geschrieben ist). 
Daraus ergibt sich 
ST , BT , n, er 32Q' 



Setzt man x [m^ + m) = X, so wird also 
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lautet also, wenn man fur E den Wert T und darin 

e 

far q , q q die AuBdrticke ^r— > -nr und -^ — substi- 

' ^ '' oti dit- dip 

tuiert, wie folgt: 

Ein voDstandiges Integrals dieaer partielJen Differential- 
gleichnng finden wir foIgendermaBen ; Wir setzen 

W= a^t + c^^cp + P+ 0, 

wobei P Bur Funktion Yon p, nar Funktion von i9- sein 
soil. Dadurcb nimmt die partielle Difterentialgleiciiung die 
G-eatalt an: 

welcher gentigt wird, wenn man setzt 

zJ^' br = — -20!, --",. 



Bezeichnet man mit 'Vj und ^^ die unteren Integrations- 
grenzen, welche wir nacli Belieben wahlen konnen, so 
wird also 






420) 



Die drei Integrale der Bewegnngagleicliungen 
e w 



Hosted by 



Google 
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verwandeln sich daher inr 

421) B,^t- f— -^g- 

' ^ J |/2Ay - 2a,§«- ol 

422) (ii = (f-u.^f 

423) jS, = 






Aus dem zweiten folgt 
424) d(f^u^ 



-^ 



1st daJier «2 = Kg, so ist & immer gleich Null und die 
Bahn des Planeten f^Ut genau in die Eiiliptik. In alien 
anderen Fallen muB u^ < u^ sein. Nun bewegen sich aber 
alle Planeten in Bahnen, die der Ekliptik nahe liegen, um 
die Sonne. Es wachst also ip fortwahrend, ■& dagegen 
schwankt zwischen einem positiTen und negativen Werte, 
also, da der Grenzwert von & our eintreten kann, wenn 
die Wurzel der Formel 424) versciiwindet, zwischen dem 
kleinsten positiven und den dem Zahlenweiil* nach kleinsten 
negatiyen Wiiikel, dessen Kosinus gleich d^jccg ist. Dieser 
"Winkei ist aber der Winkel i^ zwischen der Bahnebeoe des 
Planeten nod der Ekliptik. Es ist also 

425) cos Ip = "^ ■ 

■& nimmt jedenfalls auch den Wert Null an, wir konnen 
daher ^^ = setzen. 

Ans Formel 421) erhalten wir 

Fiir das Perihel und Aphel verschwindet d()!dt. Ist also p^ 
die Perihel-, <j^ die Apheldistanz des Planeten (Mars) von 
der Sonne, so sind diese GroBen die Wurzeln der Gleichung 
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«i + p^ = -> oi&2 = Y.r 

Q^ soil zugleich in den Integralen 420) bis 423) als untere 
G-renze fur p gewahlt werden, Wenn wir dann mit r eine 
der Zeiten bezeichnen, wann der Planet (Mars) das Perihel 
passiert, folgt aus Gleichang 421) 
426) (§1 = T. 

b die kleine Halbachse der Bahn- 



Ist nun I 



die I 



_ y^'-&' , 



ellipse des Mars, e = — — die Exzentrizitat dieser Ellipse, 

so folgt 

a[l~e), Q, = a(l+e), Q, + p, = 2a, p^p, = a^l-e^), 



daher 



wobei p der Parameter, die zum Brennpunkte gehSrige 
Ordinate der BahnelHpse ist. 

Wir woUen uns nun in Fig. 10 die Lage der ver- 

schiedenen Punkte auf der Himmelskugel yerainnKclieu. 

XY sei die EkUptik, X der 

Fruhlingspunkt, Z der Pol der 

Ekliptik , K der aufsteigende 

Knoten der Marsbahn, P das 

Perihel des Mars, M der Punkt, 

wo sich der Mars zu irgend 

einer Zeit t befiadet. Dann sind 

4zX8N=>p mi ^MSN=& 

die Polarkoordinaten des Mars M 

'^ zur Zeit t, ■^MKN='\p ist die 

Fig- 10. Neigung der Marsbahn gegen die 

Ekliptik, -^XRK = 6 ist die Lange des aufsteigenden 

Knotens der Marsbahn. 

Bezeichnen wir den Winkel KSM mit i}, so folgt aus 
dem rechtwinkligen spharischen Dreiecke MKN 
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427) ain i9- = sin i/t sin fl 

und wir kSnnen, da ifi konstant ist, in dem ersten Integrale 
der Gleichung 423) j; statt & als Integrationsvariable ein- 
fuhreii. Da cos 'rfi = a^ j a^ war und wir d-^ = wahlten, 
so wird dieses Integral 



iv- 



d& 



imd die Gleichung 423} geht iiber in 

428) i^s = '^ - «3 f ,,-,- '^^ ', T ■ 

' " ^.J Qy2i.tj - 2a, e' -a? 

Da man fiir den aufsteigenden Knoten A' hat & = 0, 
so folgt ans 422) 

und aua 428) folgt 

wobei i^p der dem Perihel der Marsbahn zugehorige Wert 
des J) ist. In der Astronomie nennt man die Summe + tjp 
die Laiige ffl des Perihels der Marsbahn, den Winke! MSP 
die wahre Anonialie x ^^^ Mars zur Zeit (, ti + — m + x 
seine in der Balm gemessene Lange, <p aber seine in der 
Ekliptik gemessene Lange. Es ist also 

^^ = Tjp =' & — 
X --^ fj + ~ OJ = 7] — Tjp. 

Zwischen den sechs Integrationskonstanten 

429) a, e, ^, r, d, a) 
tmd 

430) «!, Kg, K3, ^j, ^^, i?a 

bestehen also die Gleicliungen : 

«i = ^ - K^ = cos •)// yAa(l -e^), ^3 = ^).a{l-e^) = yip. 
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431) ft = r, ft = f^, ft = dj - (9 

o = ^ , e'' = 1 — -— -, cos ■<;' ^ — . 

Die beiden Konstanten d und i// bestimmen die Lage 
der Babnebene jedes beliebigen Planeten, a bestimmt dann 
die Eichtung nach dem Perihei, r die Durcbgangszeit durcb 
das Perihei. 

Wie man dann mittels a, e den wirklichen Ort des 
Planeten im Eaume zu jeder Zeit iinden kann, sahen wir 
schon im I. Teile § 21, Man fubrt die mittlere Anomalie 
ein, indem man in Gleicining 421) setat 

432) p = a(l -ecosM). 
Die Integration liefert 

433) ~{S~r) = u-e!^mu. 

Ist t gegeben, so wird zun^cbst aus dieser Gleichung das 
dazu gebSrige u bestimmt; G-leichung 452) liefert dann y. 
Die Einftibrung des Wertee 432) in 427) und Auafuhrung 
der Integration aber liefert: 

X^fj+6-a = 2arctg(]/-j ^-^tg^) - 

Aus dem Werte von ij aber tindet man & mittels der 
Gleichung 427), wahrend das sphariscbe Dreieck MKN der 
Fig. 10 liefert: 

ig{tp — 6) = cosiptgi]. 

Es sind also samtliclie PolarkoordJuaten (j, &. f und 
daher aucli die rechtwinkligen x, y, % als Punktionen von 
i, a, e, y), T, 6 und ffl, daber vermSge der Gleichungen 431) 
ancb als Funktionen von t, a,, a^, a^, ft, ft, ft gefunden. 

§ 76. Oleicliimgen fiir die Stdruni- der Bahn eines 
Planeten dnrch die iibrigen. 

In erster Annaherung geschiebt nun die Bewegung des 
Mara in der Nahe einer gegebenen Zeit t in einer elliptischen 
Bahn mit gewissen Werten der Konstanten 429), daber auch 



Hosted by 



Google 



Gl. 4S3.] VI. § 76. Storungsgleichungen. 301 

der Konstauten 430). Die Storungen kann man so auf- 
fassen, als ob die Werte dieser Konstanten langsam geandert 
wiirden and es liefern die GHeichnngen 413): 

'dl ^ eft' df~ Yf,' di eft' 

rf|?, _ bji d^ _ SSi dft_ d£i 



Nun folgt aus den 

dSi _ ail 8ii _dSi dft d£i da _Bn dfi 

8^^~ dr ' aft 5(9 aft "^ 65 5ft dO '^ d^' 
di'i __6fi 

da _ I da, __ 2o^ eSi 

~dJ ~ ~2^~di~ I ~d~i' 

de __^da^ _2ttl d»^^ ^_ dji J:^t/~^ ^ 
di~ i'e dt X'e lit ke Si "*" "ae |/ T 5 w ' 

- ;}v--^-\-^ + I _ cos 11- y^ , 

l/ipamii/L'"' ""^ J 



X dSi «| 5J3 


2a» d£i p eSi 


~ 2»J da i=e Be 


k da el de 


Analog folgt 




ea \. b£l Sil 1 

a a, -[/i^ sin tC ^ V ' ^ "^ " < 




daher 




dT _ 2a^ dSi p 8Si 
dt "k da el de ' 




eft _ 1 esi 

tit ~ ]/X^Bin^'"^V ' 





1±= dft rfft__ i_t„'^^__L,/Z^ 

dt dt ''' dt y'Xp ^ '^ Sifi aeY }. de 
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Hiennit sind eamtliche Storungsformeln berechnet. In 
der Astronomie bezeichnet man gewohnlich den Faktor von 
i — r in Gleichung 433) mit n und fiihrt statt X die Kon- 
staute n mittels der Gleictung ?. = n")/ffi* ein. 

Bereclinet man nur die Storungsglieder erster Ordnung 
so addieren sich die von den verschiedenen Himmelskorpem 
bewirkten Storungen. Um die Stoning des Mars durch 
einen anderen Planeten (den Jupiter) zu berechnen, braucbfc 
man im Ausdrucke 419) fur Q nur ein Glied beizubebalten, 
hat also 

^_j _ xm,ixa\ + yyi ■hx.Hi) — "JH ' ^ ■ 

y^l + j/i +)i.f V{x - x,f 4- (jf - y,y +(x- »,)» 

Hier sind sowohl die Koordinaten x, y, % des Mars, als 
auch die Koordinaten Xy, «/, , %^ des Jupiter in der triiber 
auseinandergesetzten Weise durch ( und die Werte der 
GroBen 429) auszudrilcken, welche fiir den betreffenden 
Planeten gelten. Bei der partiellen Differentiation nach 
den fiir den Mars geltenden GrSBen 429) ist t als konstant 
anzuseben. Die fiir den Jupiter geltenden Werte der 
GrijBen 429) sind bei Berecbnung der Glieder erster Ord- 
nung iiberhaapt ala konstant zu betracbten, so daB i3 bloB 
als Funktion von t und den fiir den Mars geltenden 
G-roBen 429) ausgedriickt erscbeint. Erst bei Berecbnung 
der Storungsglieder hoherer Ordnung mfiBte aucb berUck- 
sichtigt werden, dafi sich die Jupiterbabn, wabrend derseibe 
stQrend wirkt, selbst ebenfalls langsam andert. 



VII. Gleiehungen fiir die relative Bewegung. 

§ TT. Absolute und relative Bewegung. 

Wir konneu bloB die Abstande der Teile der ver- 
schiedenen Korper voneinander, also bloB deren relative 
Lage bestimmen. Es gibt keine Krfahrung, in der sich ein 
absoluter Raum bemerkbar machen wiirde, Trotzdem baben 
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wir zu Anfang des I. Teiles eiii bestimmtes Koordinaten- 
Bystem eingefiihrt, welches nahezu die Rolle eines absoluten 
Kaumes spielt Wir taten dies blo6, weil sich bei Ein- 
fiiliruiig dieses beatimmten Koordinatensy steins die Gesetze 
fiir die relative Bewegung der Korper viel einfacher aus- 
sprechen lassen, als bei Einfubrung anderer ganz willkiirlicii 
gewahlter Koordinatensysteme. 

Wir wollen damit keineswegs die WaSiracheinlichkeit 
Oder gar die Notwendigkeit behaupten, da8 noch neue Er- 
fahrungen gefunden werden kiSnnten, mittels deren dieses 
besoiidere Koordinatensystera sich naher bestimmen lieBe, 
Oder welche eine Auawahl eines beatimmten, aua alien den 
Systemen , welche wir in § 1 1 des I. Teilea taugliche Be- 
zugssysteme nannten und damit die Eestimmung eines 
absoluten Raumes gestatten, welche, wie man sich auadrilckt, 
die Existenz des absoluten Ranmes beweisen wurden. 

Wir sahen namlich in § 11 des I. Teiles, daB dieae 
Eeduktion der Bewegungsgesetze auf die einfachste Form 
keineswegs bloB bei Zugrundelegung eines einzigen bestimmten 
Koordinatensy stems S eintritt, sondern daB man mit gleichem 
Erfolge sehr verschiedene Koordinatensysteme zngninde legen 
kann. Alle diese Koordinatensysteme nannten wir dort taug- 
liche Bezugssysteme. Die Richtung der Achsen im Raume 
kann dabei fiir einen bestimmten Zeitmoment und die Lage 
des Koordinatenanfangspunktes fur zwei Zeitmomeote ganz 
beliebig relativ gegen daa eine schon als taugliches Bezugs- 
syatem gefundene Koordinatensystem S orientiert aein. Hat 
man jedoch fiir einen Zeitmoment die Richtung der Achsen 
gewablt, so ist sie dadurcb fiir alle ubrigen Zeitmomente be- 
stimmt. Man bezeichnet alle Richtungen, welche eine 
bestimmte Achse dann zu alien Zeiten hat, als parallel. 

Hat man ferner die Lage des Koordinatenursprungs zu 
zwei Zeitmomeuten gewahlt, so ist wieder die Lage dee 
Koordinatenursprungs zu alien iibrigen Zeitmomeuten be- 
etimmt. Man nennt die Bewegung, welche der Koordinaten- 
urspruug hierbei macht, eine geradliuige und gleichfSrmige. 

Die Frage, wie sich die Gesetze der Lagenanderung 
der KiJrper modifizieren , d. h. wie sich die 
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gleichimgen verandem, -wenn wir zu den verachiedenen 
Zeitea Coordinatensysteme zugrunde legen, welcbe diesen 
Bedingungeo nicht genilgeD, ist offenbar -von hohem theore- 
tischeii Interesse. 

Sie ist aber auch von praktischem Werte; denn wir 
beobachten stets nar die RelativbewegEHg eines materieili;n 
Systems gegen ein zweites, welches nahezu unveranderlich 
ist Oder weaigstene als unveranderlich augesehen wird. So 
beobacbten wir die Bewegung des Pknetenaystems relativ 
gegen den Fixsternhimmel, die irdisclier Korper relativ gegea 
die Erde oder irgend welcbe iix mit ilir verbundene Ob- 
jekte. Bei gewissen Experimenten beobacbten wir aucb die 
Bewegung von Fluasigkeiten oder sonstigen Gegenstanden 
relativ gegen ein absichtlich in Rotation versetztes GefaB 
oder Gehause. Die in einem bewegten Wagen oder Schiffe 
befiodlichen Peraonen konnen die Bewegung ihrer Korper 
und anderer Gegenstande relativ gegen den Wagen oder das 
Schiff beobacbten usw. 

In alien diesen Fallen handelt es sicb fiir ims iediglich 
am die relative Bewegung des ersten Systems gegou das 
zweite oder ein mit deui zweiten fix verbundenes Koordi- 
natensystem. Letzteres bat in alien Fallen bis auf den 
ersten aicher nicht die Eigenschaften eines tanglicben Be- 
zugssystems. Die Natur der Fixsterne ist uns viel zu unbe- 
kannt und der Fixsternhimmel selbst ein viel zu unbestimmter 
Begriff, als daB man mit Sicherbeit entscheiden konnte, ob 
ein mit ihm fix verbundenes Koordinatunsystem ein tang- 
licbes Bezugesystem wSre; aber Eigenbewegungen von Fix- 
stemen sind bereits konstatiert und jedeafalls ist es aucb 
da von Wicbtigkeit zu wissen, was fur einen EinfluB es 
auf die Bewegungsgleicbungen des Plan etensy stems hatte, 
wenn das zugrunde gelegte Koordinatensystem kein taiig- 
licbes Bezugssyatem ware. 

Wenn die Bewegung eines Korpersystems relativ gegen 
ein zweites berechnet werden soli und die Bewegung des 
zweiten Systems relativ gegen ein taugliches Bezugssystem 
bekannt ist, so konnte man in jedem spezielleu Falle so 
verfahren: man konnte zuerst die Bewegung des ersten 
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Jdystems relativ gegen dasaelbe Eezugssystem berechnen und 
erst dann ans der relativen Bewegung beider Systeme gegen 
das gemeinsam zugrunde gelegte taugiiche Bezagssystem die 
relative Bewegung des ersten Systems gegen das zweite be- 
rechnen. 

Es ist aber von groBem Vorteile, diese Arbeit nicht in 
jedem speziellen Falle beaondei^ auszuftihren, sondern ein 
fiir allenial die Regeln anzugeben, nach denen unmittelbar 
die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das zweite 
System oder ein damit fix verbundenes Koordinatenaystem 
gefunden werden kann, sobald die des zweiten Systems gegen 
ein taugliches Bezugssystem gegeben ist, welches wir das 
ruhende Koordinatensystem nennen. Wir nebmen an, da6 
samtlicbe Teile des zweiten Systems starr miteinander ver- 
bunden aind, Mit ihm denken ivir uns ein zweites (das 
bewegliche) Koordinatensystem starr verbunden. Die Aufgabe 
ist dann, die aligemeinen Gleichungen fur die Bewegung 
dea ersten Korpersy stems relativ gegen daa beweghche 
Koordinatensystem zu iinden. 

§ 78. Eister SpezialMl. Bas bewegliche Koordinaten- 
system dreht slch nicht. 

Wir betrachten nun zuerst den Spezialfall, daB das 
zweite System, daher auch das damit verbundene bewegliche 
Koordinatensystem keine Drehung relativ gegen ein taug- 
licbes Bezugsaystem hat. Die Achsen des letzteren woUen 
wir mit Oj X^ , 0^^ Y^ und 0^ Z^ bezeichnen. Die Achsen 
OX, OY und Z des beweglichen fest mit dem zweiten 
System verbunden Koordinatenayatema woUen wir zu irgend 
einer Zeit den ersteren Koordinatenachsen parallel wahlen. 
Sie werden ihnen dann zu alien Zeiten parallel bleiben und 
die Lage des beweglichen Koordinatensystems relativ gegen 
das taughche Bezugssystem ist zu jeder Zeit beatimmt, wenn 
wir die Koordinaten a, b, e ihres Koordinatensprungs he- 
ziiglich des tauglichen Bezugasystems keunen. 

Da sicli unserer Annahme gemaB alle Korper konti- 
nuierlich bewegen, ao wird auch die Bewegung des Systems, 
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welches wir das zweite genannt habeii, jedenfalls so be- 
schaffen sein, daB a, 6, c kontinuierliche Funktionen der Zeit 
sind, welche endliche erste und zweite Difierentialquotienten 
haben. Dies soil also angenommen werden, da die entgegen- 
gesetzte Annahme keine phyBikalische Bedeutung hatte. Die 
Eewegung des aweiten Systems soil uns ferner gegeben sein, 
Es sollen also a, b, c bekannte Funktionen der Zeit sein. 

Wir bezeichnen mit x^, y^, z^ die auf das taugliche 
Bezugsaystem bezogenen Koordinaten irgend eines naateriellen 
Pnnktes m des ersten Systems, dessen Bewegang berechnet 
■werden soil, wahrend die dea zweiten Systems und dalier 
auch die der bewegliclien Koordinatenachsen als gegeben 
TOrausgesetzt wird. 

Vermoge der Definition eines tauglicben Bezugssystems 
gelten ^r x^, y^, %^ die gew6hnlichen Gleichungen der 
Mechanik 

434) m -"^-f;- = X, m^'-l^ = r, m^^Z, 
' dv dt- dt' 

wobei X, Y, Z die Komponenten der auf m wirkenden Ge- 
samtkraft in den drei Koordinatenrichtungen sind. 

Diese drei Gleichungen wiirden uns die Bewegung des 
materiellen Pnnktes m relativ gcgen daa taagliche Bezugs- 
system bestimmen. Wir suchen aber nicht diese, sondero 
die Bewegang relativ gegen das bewegliche Koordinaten- 
system, also die Gleichungen fur die Verandemngen der 
Koordinaten x, y, %, welche dem Massenpunkte m zukommen, 
wenn wir ihn auf das bewegliche Koordinatensystem beziehen. 

Da die Achsen beider Koordinatensysteme immer 
parallel bleiben und die Koordinaten des Ursprungs des 
beweglichen Koordinaten systems bezuglich des taugUchen 
Bezugssystems a, h, c sind, so ist 

x^=^x-{- a, y^ =y + b, %j = » + c. 

Substituiert man dies in die Gleichungen 434), so er- 
halt man 
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i ^£-^ X- -^ 

435) m-^-^=r-m^^, 

Dies Bind die gewunschten Gleichungen, welche uns 
die And era ng der Koordinaten x, y, % eines beliebigen 
Massenpunktes m des fraglichen materieilen Systems, deesen 
relative Bewegung wir finden wollen und welches wir das 
erate System nannten, bezuglicli des beweglichen mit dem 
zweiten System fix verbundeaen Koordinaten systems angeben. 

Die Bewegung des ersten Systems relativ gegen das 
hewegliche Koordinatensystem geschieht also genau so, als 
ob letzteres ein taagliches Bezugssystem ware und auf jedes 
Massenteilchen m auBer den Kraften X, Y, Z, welche in der 
Tat darauf wirken, noch die drei Krafte — md^a j dt^, 
— md^bldf, —md^cjdf in den drei Koordinatenrichtungeu 
wirken wilrden, 

Dadurch haben wir die neue Aufgabe auf eine schon 
bekannte zurttckgefiihrt, Wir haben die Eechnung ganz so 
auszu&hren, als ob das hewegliche Koordinatensystem ein 
taugliohes Bezugssystem ware; uur miissen wir den in der 
Tat wirkenden Kraften noch diese neuen Krafte hinzufUgen, 
durch deren Hinzufiignng sich dann die Bewegungsgleichungen 
auf die alte uns schon gewobnte Form reduzieren; des- 
halb nennen wir diese hinzuzufugenden KrJifte die Eeduk- 
tionskrafte. 

Sei umgekehrt die Bewegung des ersten Systems relativ 
gegen das hewegliche Koordinaten system gegehen und seien 



X =A-_m4^f , Z . 



d'b 



die Krafte , welche dieselbe Bewegung relativ gegen ein 
taugliches Bezugssystem erzeugen wiirden, so sind 
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die Krafte, welcbe die Bewegung relativ gegeu das in der 
Yorgeachriebenen Weise bewegte Koordinatensystem erzeiigen. 
Wir miissen daher den Krafteu X^, Tj, 2^, welche diese 
Bewegung relativ gegen ein tangliches Bezugssystem erzeugen 

wurden, ooeh die Xrafte m-j-r, m-,j^, m-r:^ hinzufugen, 
' dv d^ dp 

um daa System auBerdem noch ao zu fiibren, da6 es die- 

aelbe Bewegung relativ gegen das in der vorgescliriebenen 

Weise bewegte Koordinatensystem ausfiibrt, wesbalb wir die 

letzteren binzuzufugenden Krafte die Fiihrungskrafte nennen 

woUen. 

Ea bestatigt sicb neuerdings, dafi die Eeduktionakrafte 
nur gleich Null sind, d. h. da6 die alte Form der Bewegongs- 
gleicbungen ohne Hinzufiigung neuer Krafte nor dann er- 
halten bleibt, wenn die Bewegung dea zweiten Koordinaten- 
systems relativ gegen das erste eine geradlinige und gleich- 
fiirmige ist, 

Wenn jede Masse jedes der beiden Systeme eine gleich- 
gerichtete, der Masae proportionale Kraft wirken wiirde, so 
wiirde dadurch die Relativbewegung b eider Systeme gar 
nicbt ge&ndert. Derartige Krafte wSren also fiir denjenigen, 
der nur jene beiden Systeme wabrnimmt, nicbt bemerkbar. 
GrijBe und Ricbtung der auf die Maaseneinbeit wirkenden 
Kraft kennten dabei naturiich nocb beliebig mit der Zeit 
veranderlich sein. 

§ 79. Beispiele. 

Als Bejspiel fiir die Eeduktionakrafte betrachten wir 
einen Eiaenbabnwagen, welcberin derRichtung der Abszisaen- 
achse ftihrt. Irgend ein bestimmter Punkt desaelben babe 
zur Zeit ( die Abszisse a. An der Decke sei eine Hange- 
lampe befestigt, auf einem fest mit dem Wagen verbundenen 
Tischchen stebe ein Glas, das eine Fliisaigkeit entbait. So- 
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bald die Geschwindigkeit dea Wagens zn- oder abnimmt, 
bewegt sich die Lampe, sowie die im Glase enthaltene 
Flilssigkeit eventuell das G-las selbst, wenn es nicht genug 
Keibung gegen die Tischplatte bat, filr eineu relativ gegen 
den Wagen rubendeo Bescbauer genau so, al3 ob zu jeder 
Zeit auf jedes Massenteilchen auBer den in der Tat darauf 
wirkenden Kraften noch die Kraft —md^ajdt^ iu der 
Eicbtung der Bewegung des Wagens wirkte. 

Den Begriff der Fuhrangskrafte illustriert folgende 
Betrachtung: Um in dem besprocbenen Eisenbahnwagen 
einen menscblicben Korper rubig auf einer Bank sitzead zu 
erbalten, muB zu den Kraften, welche auch im ruhenden 
Wagen wirken wurden, auf jedes Massenteiicben noch die 
Kr^t md^ajdt^ in der Bewegungarichtung des Wagens dazu 
kommeii. Diese Kraft wird von der Rucklebne, dem Sitze 
eventuell dem StUtzpunkte der FuBe auagehen und durcb 
innere Krafte passend auf die Massenteiicben des Korpers 
Terteilt werden. Die Lebne wird bei Beacbleunigung der 
Fabrt starker, bei Verzogerung scbwacher auf den Rucken 
driicken. Bei sebr starker Verzfigerung, z, B. sehr plOtz- 
licbem Stillstand des Wagens kann der Druck der Lebne 
auf den Rucken negativ werden; man mn8 den Eiioken rait 
Gfewait, z. B. die FuEe anstemmend, an die Lehne andriicken, 
wenn der OberkSrper sicb nicbt nach vome neigeu soU. 

Ein anderes Beispiel Ton Fuhrungskraften ist folgendes. 
Man bait daa eine Ende eines Fadens, den wir als unaus- 
a betrachten wollen, in der Hand; am anderen Ende 
. soU ein scbwerer Korper befestigt sein. Die 
Hand soil dasjenige System sein, welcbes wir in der allge- 
meinen Tbeorie das zweite nannten, der schwere Korper 
soil das erste System sein, Wenn die Hand rubt oder sicb 
gleicbformig bewegt, so muB die Spannung des Fadens, 
wenn der scbwere Korper in reiativer Rube gegen die Hand 
bleiben soil, genau gleicli dem Gewicbte desselben sein. 
Bewegt sicb die Hand mit bescbleunigter Bewegung vertikal 
nacb abwftrts, so mu6 auf den scbweren Korper, wenn der 
Faden gleicbe Liinge behalten soil, eine abwarts wirkende 
Fllbrungskraft hinzukommen, es muB daber, da dessen Ge- 
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wicht unverandert bleibt, die aufwarts ziehende Spaimung 
dea Fadens abnehmeii. Bewegt sicli dagegen die Hand 
YerzSgert nach abwarts oder bescbleuiiigt nach aufwarta, so 
muB die Spannung des Fadens wachsen, so daB dieser bei 
raachem Anhalten einer Abwartsbewegung oder raschem 
Beginn einer scbnellen Aufwartsbewegung der Hand reiBen 
kann, selbst weim seine Festigkeit erheblich groBer, als das 
Gewicht der angehangten Last ist. 

§ 80. Zweiter Spesdalfall. Das Koordinatensystem ist in 
Drehmig begriffen. 

Wir wollen nun den Spezialfall betrachten, daB das 
System, welches wir als das zweite bezeichnet haben. keiue 
andere Bewegung hat, als daB es sich um eine in eiiiem 
tangiichen Bezugssysteme fixe Achse relativ gegen dieses dreht 

Wir wahlen die Drebungsachse 0Z=^ O Z^ zur Z-Acbse. 
OX, und Fj seien zwei beliebige andere aufeinander und 
auf 0Z= OZ^ senkrechte Koordinatenachsen, deren Lage 
gegen das taugliche Bezugssystem unverandert bleibe, so 
daB die Koordinatenachsen OX^, OY^, Z^ selbst ein taug- 
iiches Bezugssystem bilden, da sie mit einem solchen fix 
verbunden sind. 

Dagegen seien OX, T zwei andere aufeinander und 
auf OZ senkrechte, ebenfalls durch den Punkt O gehende 
Koordinatenachsen, welche zn irgend einer Zeit (dem Zeit- 
anfange) mit OX^, OY^ zusammenfielen , aber immer mit 
dem zweiten Systeme fest yerbunden mit rotieren, bo dafi 
der Winkel X, OX gleich demjenigen Winkel w ist, um welchen 
sich das zweite System zur betreffenden Zeit relatiy gegen ein 
taugliches Bezngssystem im positiven Sinne gedrehthat. Der- 
selbe soil eine gegebene Funktion der Zeit sein, welche einen 
endlichen ersten und zweiten Differentialquotienten hat, wo- 
durch die Bewegung des zweiten Systems voUstandig ge- 
geben ist. 

Wir suchen die Relativbewegang irgend eines anderen 
Massensystems (des ersten) gegen das zweite, also gegen die 
Achsen OX, OY, Z. Wir haben also die Aafgabe, die 
Veranderungen der Koordiiiaten x, y, z eines beliebigen 



Hosted by 



Google 



Gl. 436.437.] Vir. §80. Eelative Dretung. 311 

Massenteilchens m des ersten Systems bezogen auf dieses 
Koordinatensystem zu finden. Wir koonten diese Aufgabe 
folgendermaBen losen. 

Seien x^, y^, x^ die Koordinaten desselben Massen- 
teilchens bezilglich des Koordinatensystems OX^, OY^, O Z^ 
ond Jl^, Fj, Zj die Komponenten der geaamten auf m 
wirkenden Krafte in den Kichtnngen OX^^, OY^, Z^\ 
dann ist, da die letzteren Achsen ein taugliches Bezugs- 
syatem bilden 

436) -?i-X., ».'5|?=y,. "S-Z.- 

dP ' at' ' dl^ 1 

Da femer v> der Winkel der beiden a;-Achsen ist, so 
hat maD 

j a;^ = cc cos w — 2/ sin M , 

437) I ?/j =a;sinw + i/cosw, 

Da w als Fiinktion von i gegeben ist, kann man daraus 
die zweiten Differentialquotienten yoq a^, y^, %^ nacii der 
Zeit berechnen. Snbstitniert man sie in die Gleicbungen 436), 
so ergeben sich daraus nach passenden Reduktionen die 
Gieichungea fur die zweiten Differentialquotienten YOn 
ic, y, % nach der Zeit, welche man sucht, 

Doch ist dies Verfahren, wenn man es niclit durch 
Anwendung der Lagrangeschen Gleicbungen abklirzt, wovon 
spater die Eede eein soil, etwas umstandlich. Kiirzer gelangt 
man zum Ziele, wenn man Semipolarkoordinaten einfiibrt. 

Sei r der senkrechte Abstand des Massenteilchens m 
von der ;t>Achse und seien & und i3-j die Winkel, welche 
r mit den beiden positiven Abszissenachsen OX und 0^ 
einschlieBt. Dann sind r, t?, and % gewohnliche Semipolar- 
koordinaten zur Bestimmung der Lage beziiglicb eines taug- 
liehen Bezugssysfcems. Wenn wir daher die Eichtung der 
positiven s;-Achse kurz als die s;-Richtung, die Eicbtoiig der 
VerlangeruDg von )■, welches wir uas immer von der »-Acbse 
gegen die Masse m hingezogen denken, ala die Eichtuug 
voQ J-, und die auf beiden aenlirechte in dem Sinne, in dem 
sich m bei wachaenden i? und ■d'^ bewegt, gezogene Richtung 
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als die Riclitung von i)-, und mit Z, B und & die Kompo- 
nenten der auf m mrkenden Geeamtkraft in diesen drei 
EricMungen bezeichnen, so hat man nach § II 



Aus diesen Gleichungen, welche uns die absolute Be- 
wegung der Masse m, d. h. deren Bewegung bezogen auf ein 
taugliches Bezugsaystem geben, finden wir sofort die gesuchte 
Relativbe-wegung, wenn wir statt &^ den Polarwinke! if mit 
der bewegUchea Achse OX einfiihren, da ja r und z von 
der Drehung nicht aftiziert werden. Da wir den Winkel 
der beiden Abszisaenachaen zur Zeit t mit w bezeichnet 
haben, so ist, wenn wir die "Winkelgeschwindigkeit dwjdt 
des zweiten Koordinatensystems relativ gegen das taugliche 
Bezugssystem mit a bezeichnen 

dt dt '^ ^' df- ~ dt^ '^ dt ' 
Substitniert man dies in die Gleichungen 438), so folgt: 
, #r (dity _ , „ , „ d& 



§ 81. Interpretation der gefaadenen Gleichungen. 

Die Gleichungen filr die Veranderung von r, & und « 
Bind hiermit wieder genau in die Form der Gleichungen 438) 
gebracht. Die Bewegung relativ gegen das sich drehende 
Koordinatensystem geschieht also wieder genau so, als oh 
dasselbe fix (d. h. ein taugliches Bezugssystem) ware und 
auf irgend einen materiellen Punkt m auBer den Kraften, 
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welche tataachlich darauf wirken, noch folgende Krafte wirk- 
sam waren: 

1. Eine Kraft yon der Intensitat mroi^, in der Rich- 
tuiig von r, welche wir die Zentrifugatkraft IL^ nennen 
woUen. 

2. Eiue Kraft von der Intensitat mrdcajdi, welche der 
Kichtung, die wir die Richtung ■& genannt haben, gerade 
entgegenwirkt. Diese zweite Kraft woUen wir die tangentiale 
Keduktiongkraft nennen und mit K^ bezeichnen. 

3. Eine Kraft von der Inteneitiit 2 map, wobei p die 
Projektion der geaamten Geachwindigkeit c dea materiellen 
Punktes m aaf die 3;j/-EbeQe ist. Diese dritte Kraft heiBt 
die CorioliBsche Kraft E^. Ihre Richtung liegt in der 
ar^-Ebene, steht senkrecht auf der Riclitung der mifc p he- 
zeichneten Geschwindigkeitskomponente, also auch auf der 
Geschwindigkeit e aelbst, und wirkt in dem Sinne, daB ihre 
Richtung in die Richtung von p durch eine Drehung in dem 
Sinne, in dem sich der Bezugskbrper drebt, also bei posi- 
tivem a in demselben Sinne, wie die positive x-Achee in die 
positive y-Achse auf ktirzeatem Wege ilbergefiihrt wird. 

Diese drei Kraft© woUen wir wieder die Reduktions- 
krafte nennen. Eiigen wir sie f[ir jeden materiellen Punkt m 
des Sj'stems, welches wir das erste genannt haben, den 
ohnehin darauf wirkenden Kraften bei, so konnen wir die 
relative Bewegung dieses Systems gegen die in Drehung 
begriffenen Koordinatenachsen (oder gegen das damit fest 
verbundene zweite System} genaa so berecbnen, als ob 
dieaelben ruhen wurden, d. h. ein tauglichea Bezugasystem 
waren. 

Was wir unter 1. und 2, von der Zentrifugalkraft K^ 
und der tangentialen Reduktionakraft K^ gesagt haben, lehrt 
der unmittelbare Anblick der Gleichungen 439), Nur das 
unter 3. von der Coriolisschen Kraft K^ Bebauptetete be- 
darf noch der Erlauterung. Wenn man die Zentrifugal- 
kraft ifj und die tangentiale Reduktionskraft K^ binzugefugt 
hat, ao muB man, wie der Anblick der Gleichungen 439) 
lehrt, noch zwei Krafte hinzufugen, um aus den Glei- 
chungen 439) solche Gleichungen za erhalten, welche genau 
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die Form der Gleichungen 438) habeo, d, h. damit die Be- 
wegung genau so geschieiit, als ob die Aclisen OX, Y, 
OZ ein taugliches Bezugssystem w^ren. 

Diese beiden Kr^fte, deren Hinzufiigung noch notwendig 
iat, sind: 1. Die Kraft IT =2m(,7rd&jdt in der Rich- 
tung r. 2. Die Kraft 0' = — 2'ma)drjdt in der Eichtung 
TOE &. Wir haben also noch nachzuweisen, da6 die 
Coriolissche Kraft K^ in der Tat die resultierende dieser 
beiden Krafte ist. Dies geschieht so; drjdt, rd&jdt und 
d^ldt sind die drei Komponenten der Geschwindigkeiten e 
in den drei Eichtungen r, & und x. Die beiden ersteu 
dieser GroBen sind daher die Projektionen der mit p be- 
zeichneten Gescbwindigkeitskomponente in den Eichtungen 
r und i9-, so daB man hat; 

dr , . di)- ■ I . 

— = y cos (p, r) , ^Jt=P S11 IP' "n ■ 

Daher ist: 

f i?= 2«i«j»sin(p,r) = 2OTMpcos[4c(p, r)- 90"], 
■^^^M &=2m(opco?.{p,r) = 2ma>psm{-^{p,r)-%(}% 
R und & sind also in der Tat die Komponenten einer 
einzigen Kraft von der Intensitat K^ = 2mtap, deren Eich- 
tung um 90** gegen die Eichtung von p in dem der Drehung 
des Bezngskorpers entgegengesetzten Sinne gedreht ist, also 
m dem Sinne, in welchem man die positive y-Achae auf 
kiirzestem Wege in die Eichtung der poaitiven 3;-Achse 
drehen kann. 

Wenn umgekehrt gewisse Krafte R^ , 0j eine bestimmte 
Bewegung bezuglicb eines tauglichen Bezugsajstems hervor- 
bringen, so miissen ihnen noch die Krafte — K.^, — K^ und 

— K^ zugefiigt werden, um dieselbe Bewegung relativ gegen 
ein sich mit der veranderUchen Winkelgeachwindigkeit m 
drehendes Koordinatensjstem zu erzeugen, — K^- — K^, und 

— J'j sind also die Flihrungskrafte, welche den zur Er- 
zeugung einer gewissen Bewegung beziigUch eines ruhenden 
Koordinatensysteras erforderlichen Kraften noch hinzugefugt 
werden raussen, um jede Masse so zu fiihren, daB sie die- 
selbe Bewegung relativ gegen ein sich drehendes Koordi- 
natensystem macht. 
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§ 82. Weitere Spezialisiening. 

Wir kSmien auf das erete materielle System , 
auBere Krafte wirkend denkeu, und nun die Krafte, welche 
das zweite System auf das erste ausiiben muBte, wenn das 
zweite ruhte, mit denjenigen vergleicheo, welche es auf das 
erste ausiiben muB, wenn sich das zweite in gegebener 
Weise bewegt, wobei in beiden Fallen dieselbe gegebene 
Belativbewegung angenommen wird. Die Krafte, welche im 
zweiten Falle dazu kommen mussen, sind die Fiihrungskrafte. 

Wenn sich das bewegliche Koordinateneyetem gleich- 
fiirmig dreht und jedes Massenteilchen dea crsten Systems 
relativ gegen dasselbe ruht, so verschwinden K^ und Ky 
Dann muB also das zweite System auf das erste, urn die 
relative Ruhe zu erhalten, genau dieselben Krafte ausiiben, 
als ob bei gleichen auBeren Kraften beide rnhen wurden, 
aber auf jedes Massenteilchen des ersten Systems noch die 
Zcntrifugalkraft K-, wirken wilrde, welche also in diesem 
Falle die einzige Zusatzkraft ist. 

Auf jedes Massenteilchen des ersten Systems muB auBer 
den Kraften, welche bei Ruhe beider Systeme das Gleich- 
gewicht herhiilten wiirden, noch eine der Zentrifugalkraft 
entgegengesetzte Kraft, die Zentripetalkraft, wirken, welche 
also die Fuhrungskraft ist, die jedes Massenteilchen dea 
ersten Systems in dem Kreise herumfiihrt, den es bei der 
Drehmig beschreibt. 

Sobald die Drehung des zweiten Systems beschleunigt 
Oder Yerz5gert ist, tritt znr Zentripetalkraft noch die der 
tangentialen Eeduktionskraft K^ entgegengesetzte Kraft binzu, 
Ton der im iibrigen das Gleiche gilt wie von der Zentri- 
petalkraft. Doch reicben auch diese beiden Krafte noch 
nicht aus, sobald das erste System eine Bewegung relativ 
gegen das zweite macht. Dann tritt auch noch die der 
Corioliaschen Kraft K^ entgegengesetzte auf. Will man 
den fur die Relativbewegung des ersten Systems gegen das 
bewegliche Koordinatensystem geltenden Gleichungen die- 
selbe Form gehen, als ob dieses ein taugliches F 
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ware, SO muB man K^, K^, K^ hinzufilgen. Zu den KrSften 
aber, welclie das ruhend gedacbte zweite System auf das 
erste ausilbt, muB man — X^, ~ K^,' ~ ^a Ijinzufttgen, um 
die Krafte zii finden, die es bei seiner Torgeachriebenen 
Bewegung auf das erste ausiiben mu6, um bei dicsem die 
gleicbe lielativbewegnng zu unterhalten. 

Sei z. E. der Hoblraum eines HefaBes eiu Rotations- 
kQrper mit vertikaler Acbse, um welche das Ge&6 mit kon- 
stanter Winkelgeschwindigkeit in Drebung begriffen sei. Im 
GefaBe soil sicb Quecksiiber, Wasser und 01 befiuden, even- 
tuell sollen auch feste Kfirper darin sein. VermSge der 
Reibung wird ein stationarer Zustand erst eintreten, wean 
alle tlussigkeiten und feste Korper weder untereinander 
nocb gegen das rotierende GefaB mebr eine Relativbewegung 
haben. Das betrefl'ende Gleicbgewicht kann genau so be- 
rechnet werden, als ob das GefaB samt seinem Inhalte 
ruhen wurde, aber auf jedes Massenteilelien des ietzteren 
auBer der Schwere noch die entsprechende Zentrifugalkraft 
wirken wiirde. Dadurcb wird aueb auf die Ge^Bwand im 
ruhenden GefaBe derselbe Druck erzeugt, welcher im be- 
wegten GefaBe uuter dem Einllusse der Schwere allein herrscht, 

Ebenso kann das Gleicbgewicht eines an einem Faden 
aufgehiingten sehweren Korpers, der in gleicbformiger Rotation 
begritfen ist, genau so gefunden werdeu, als ob derselbe ruhte 
und auf jeden Punkt deaselben auBer der Schwere nocb die 
Zentrifiigalkraft wirkte. Vom Widerstande der nnr teilweise 
mitrotierenden Luft ist dabei natUrlich abgesehen. Damit 
dieser nicht st6ren wiirde, miifite der Aufbangefaden samt 
der umgebenden Luft in einem mit gleicher Gescbwindigkeit 
rotierenden GefaBe eingeschlossen sein. 

Wenn ein schwerer K5rper irgendwo auf der Erde an 
einer unausdehnsamen oder elastischen Scbnur aufgehangt 
ist und relativ gegen die Erde ruht, so verbalt er sicb genau 
BO, als ob er samt der Erde ruhte und auBer der Anziehung 
der Erde und der Spajmung der Scbnur nocb die 2entri- 
fugalkraft infolge der Achsendrehung der Erde auf ibn 
wirkte. Die Schnur nimmt also die Richtung der Resul- 
tierenden aus der wirklicben Anziebung der Erde auf den 
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Korper und der Zentrifugalkraft infolge der Erdrotation an. 
Diese Richtung lieiBt die Riclitung der scheinbaren Schwere 
Oder der scheinbaren Beschleunigung der Scbwere oder kurz 
die Vertikalfichtung an der betreffenden Stelle der Erdober- 
flache. Sie trifft, wenn diese Stelle auf der uordlicheo Erd- 
balfte liegt, die Erdachse nicht im Erdmittelpunkte O", 
sonderii sudlich davon im Punkte 0. Die Spannung der 
Schniir, welcbe den Korper tragt, ist ebenfalls nicht glcich 
der Anziehungskraft der Erde auf den Korper, sondern der 
Resultierenden dieser Anziebungskraft und der Zentrifugal- 
kraft. Man nennt diese Resultierende, welche die Spannung 
der Schnur oder den Druck des schweren Korpers auf seine 
Unterlage im Falle der relativen Rube gegen den Erdkorper 
stets bestimmt, das scheinbare Gewicht jenes schweren 
Korpers an dieser Stelle der Erde. Das durch die Maase 
des Kerpere dividierte scheinbare Gewicht nennt man die 
scheinbare Beschleunigung der Schwere an der betreffenden 
Stelie der Erde. Wenn ein Korper daselbst frei failt, d. h. 
wenn auBer der Erdanziehung keine Kraft auf ihn wirkt,^) 
so hat ttbrigens, wie wir sehen werden, seine Beschleunigung 
relatiy gegen die Erde nur in Momenten, wo er gerade die 
Geschwindigkeit Null relativ gegen die Erde bat, genau die 
GrfiBe und Ricbtung der im betreffenden Punkte herrschen- 
den scheinbaren Beschleunigung der Schwere. 

Wir werden in der Hydrostatik sehen, da6 im Falle 
des Gleichgewichtee die Oberflache einer Fliissigkeit inimer 
senkrecht zur Resultierenden alter Krafte steben mu6, die 
auf ein Teilchen der Oberflache wirken. Die Meeresflache 
mu6 daher im Zustande der relativen Ruhe gegen die Erde 
an jedem Orte senkrecht auf der Vertikalrichtung dieses 
Ortes stehen. Die Erfahrung lebrt, daB auch die Oberflache 
des festen Erdkorpers, abgesehen Ton den gegen die Dimen- 
sionen der Erde verschwindend kleinen Erhebungen, Hugeln 



•) Die durch seine Bewegung und die Erddrehung bedingten 
ZusatzkrSfte Bind dabei natilrlieh nicht zu den auf den Korper 
wirkenden Kraften gereclinet, da wir sie bloB flngieren, um una die 
Ecchnung zu erleichtern. 
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und Bergen, senkrecht aaf dieser Richtung steht, vielleicht 
well dieser zu einer Zeit, wo die Erde schon Qahezu die- 
selbe Umdrehungsgeaohwiudigkeit hatte, fliissig war, vielleicht 
auch, weii er noeh inamer geniigeod verscbiebbar ist, um 
in so langer Zeit die entaprechende Gestalt anzTinehmen. 
Es ist daher die Erde keine Kuge), sondern nahezu ein an 
den Polen abgeplattetes Botationsellipaoid. 



§ 83. 'Wiedereinfuhmng rechtwinkliger Koordinaten. 

Wir wollen zunilciist in den Gteichungen 439) wieder 
die rechtwinkligen Koordinaten einfuhren, welcbe sich aui' 
die Achsen OX, OY, OZ beziehen, von denen wir schon zu 
Anfang des § 80 Gebranch geniacht batten. Wir kftnnen 
dies am leichtesten, wenn wir bedenken, da£ die Bewegnng 
genau so vor sich geht ais ob sie relativ gegen ein taug- 
liches Bezugasystem geschahe, wenn wir zu den tatsachUch 
auf m wirkenden Kraften, deren Resultierende in den E.ich- 
tungen der drei Koordinatenacbsen OX, O Y, O Z die 
Komponenten X, Y, Z haben soU, noch die drei Kr^fte 
Xj, K^, K^ hinzufugen, welche alle in der Eichtung OZ 
die Komponente Null haben. Da K^ die Richtung von 
r hat, so sind ma^x und ma>^y seine Komponenten 
in den Richtungen X und T. Da femer die Kraft 
E^=m,rd(oldt auf r senkrecht steht und nach der 
friiher angegebenen Regel in dem Sinne wirkt, in dem w 
wachst, so daB wenn dcojdt und die Koordinaten des mate- 
riellen Punktes m positiv aind, ihre a^-Komponente positiv, 
ihre ^-Komponente aher negativ ist, so sind: mydaijdt, 
~ mxdfojdt ihre Komponenten in den Richtungen OX 
nnd O Y. Da endlich K^ senkrecht auf der mit p bczeich- 
neten Geschwindigkeit steht und fllr positive Werte von 
dxjdt und dyjdt in der a;-Richtung eine positive, in der 
J- Richtung eine negative Komponente hat, so sind Hmcodyjdt 
und —2mfcidxjdt seine Komponenten in den Richtungen 
OX und OY. Fugen wir alle diese Krafte den tatsachlich 
auf m wirkenden Kraften X, T, Z bei, so erhalten wir die 
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gewolmlicheii Bewegungsgleichungen, welche nach Division 
durch m folgendermaBen laiiten: 

441) |i_ir+„'j-,«-^!!-_2m4^, 

' I dp in. ■' lit At 



Sehr leicht findet man diese Gleichungen direkt mit Hilfe 
der Lagrangeschen Gleichungen fiir generalisierte Koordi- 
naten. Man kann offenbar die Koordinaten x, y, % der 
Masse m relativ gegen das rotierende Koordinatenaystem 
als Variable betrachten, welche deasen Position zu jeder 
Zeit eindeutig bestimmen und daber Langranges G-lei- 
cbungen anwenden, in denen x, y, % fur 'p^, y^, f^-.. zu 
8etzen ist. Aus den Gleichungen 437) folgt: 

a;'j = a;' cos m — ;/' sin w — a; w sin «i — i/ &) cos w , 
2/'i = x' smw + y'coaw -[- xwcqsw — yciBrnw. 

Die lebendige Kraft der Masse m ist 



+ {^■' + y^-%- ^ [xy ~ yx),.^^. 
Daraus folgt 

^3" ,8, .. ST ,„ ,, BT ^ 

-^ = m(a>^x+^y), — = m{r„hj - o,-/), -^ = 0, 

BT , . . BT , ' , s BT 

-^^m{x - my), -^y = m{y + rox), -^-^ = m* . 

Die Substitution dieser Werte in die Lagrangeschen 
Gleichungen, welche in dieaem FaUe lauten 



mit zwei analogen fur die y- und *-Acbse liefert sofort die 
Gleichungen 441). 
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Es ist dies ein Beiepiel fiir die Anwendung generali- 
sierter Koordinaten, welche die Zeit explizit enthalten, wes- 
halb auch die lebendige Kraft T hier eine inhomogene 
qaadratiache Funktion der x', y', x' ist. 



§ 84. Gmndgleicbungen fur die Bewegung eines achweren 
Eorpera relativ gegen die rotierende Erde. 

Wir woUen nun in Kiirze eines der wichtigsten Pro- 
bleme der Relativbewegung behandeln, namlich das der Be- 
wegung eines schweren KiJrpers relativ gegen die in Drehung 
begriffene Erde, Wir betrachten bloB die Bewegung eines 
schweren materiellen Punktes von der Masse m relativ gegen 
die Erde. 

Es aeiA^der Nordpol der Erde, A der auf der nordlicben 
Hemisphare gelegene Punkt, wo sich der materielle Punkt m 
zu Anfang der Zeit befand. Wir ziehen durch A ein recbt- 
wiukliges Koordinatensystem. Die A f-Achse ist der Rich- 
tung der scheinbaren Schwere im Punkte A entgegengesetzt. 
Die negative A i;-Achse schneidet die Erdachse im Punkte 0. 
Den Winkel JVO^ bezeichnen wir mit 90 — s, so daB s die 
geographische Breite von A ist. Die A jj-Achae ist im 
Punkte A siidiich, die X|-Achse westlich gerichtet. Die 
Normale vom Punkte A auf die Erdachse habe den FuB- 
punkt 0', A A! sei ihre Verl^ngerung uber A hinaus, So- 
wohl der Punkt A als auch die Achsen A^, Aij, A^ sind 
wahrend der Drehung der Erde fest mit dieser verbunden. 

Zu irgend einer Zeit I habe der Punkt m die Koordi- 
naten ^, % f bezUglich dieses Koordiuaten systems, c sei seine 
Geschwindigkeit relativ gegen die Erde, u = -rf, ?; = — ^ , 
w = -^y deren Komponenten bezuglicb derselben Koordi- 
natenachsen. =., H, Z seien die Komponenten der Gesamt- 
kraft mit EiuschlutS der Zentrifugalkraft, Vfelcbe auf w* wirkt, 
in den Koordioatenrichtungen, so da£ also, wenn nur die 
Anziehung der Erde wirken wurde, im Punkte A selbst 
£ = H =0, — Z gleich dem scheinbaren Gewicbte mp der 
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Masse m ware, wenn g die scheinbare Beschleunigung der 
Schwerc in A ist. 

Wir konnen die fiir rutiende Korper geltenden Glei- 
cliungen der Mechanik anwenden, wenn wir den Kraften 
E. H, Z noch die Corioliasche Kraft beifugen. Man be- 
weist leicht, da6 die Resultierende der durch mehtete Ge- 
scbwindigkeiten geweckten Coriolisechen Krafte gleicb der 
durch die Resultierende jener Geschwindigkeiten geweckten 
CoriolisBcben Kraft ist. 

Die durch die Geschwindigkeitskomponente w geweckte 
Coriolissche Kraft hat die Intensitat 2mu(0 und ateht 
auf u senkrecht in einer zur Erdachse normalen Ebene. Sie 
hat die Eichtung A 0', da dicse durch die Erddrehung auf 
kurzestem Wege in die positiye A |-Eiclitung ilbergehrt. 
oj ist die Winkelgeschwindigkeit der Erddrehung. Die 
Komponenten der durch u geweckten Coriolisschen Kraft 
in den Eichtungen A^, Atj, At, sind also Null, — 2mM(W3in«, 

— 2?»M(0C0SE. 

Um die dnrch die Geschwindigkeitskomponenten v und 
w geweckten Coriolisschen Krafte zu finden, mussen wir 
dieae beiden Geschwindigkeitskomponenten auf eine zur Erd- 
achse senkrechte Ebene projizieren. Die Projektionen sind 
i; sin « und w cos « und haben beide die Eichtung A A'. Die 
durch sie geweckten Coriolisschen Krafte haben daher 
beide die Eichtung^| und sind 2mQ)vaias bezw. 2m(wwcoas. 

Fligen wir aUe diese Coriolisschen Krafte den Kraften 
H, H, Z bei, so erhalten wir die Bewegungsgleichuugen : 

j -J— = — E + 2 ft) (u sin s + w cos e), 



I -J— = Z — 2<0MC0Sf. 

Man pflegt diese Gleichungen gewohnlich auf einem anderen 
Wege abzuleiten. Man wShlt zuerat O als Koordinaten- 
ursprung, ON als positive «-Achse und legt die ;y-Achse 
durch in den geographischen Meridian des Ortes A. Sind 
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X, y, X, die Koordinaten dea Punttes m zur Zeit t beziiglich 
diesea Koordinatenaystems, so gelten iti x, y, x die Glei- 
chuBgen 441). In diese Gleichungen werden dann |, n, ^ 
durch Koordinatentransformation eingefiilirt. Die Transfor- 
mationsgleichungen sind, wie maa leicht sieht, die folgeuden: 

||=a:, j?=a jaine— »cosa, J=2/cosB + »BinE— OA, 
)/ = »;sin«+(J+Ojl)cose, %— — »;cosE+(| + Oji)ain«, 
£ =X, H = rsin e — / cose, Z= Ycos e -i- 2 sins . 

Es folgen wieder die Gleichungen 442). 

Man hat hierbei einen Vorteil. Die Gravitationswirkung 
der Erde auf m hat jedenfalls eine Kraftfunktion tp, welche 
mit gentigender Annaherung als Funktion von % nnd 
"j/a;* + y* betrachtet warden kann. Wirkt daher rnir die 
Schwere, so sind X, Y, Z die negativen partiellen Ab- 
leitungen 443) von ip = ip — ^^ [x^ + y^ nach den Koordi- 
naten. 

Um — H, — H, —2 zu erlialten aber braucht man 
bloB in diesen Ausdrack |, ij, £ fiir x, y, % einzufuhren 
und dann nach |, jj, l, partieil zu differenzieren. 

Man erhaJt so ganz allgemein die Gleichungen: 



du 1 /_, blD\ , a I ■ . 1 



444) 



dt 



■^ Z-- 



wobei die tp enthaltendeu Glieder die Wirkung der Schwere 
und Zentrifugalkraft darstellen, £', H', Z' aber sind die 
Komponenten der Krafte, welche etwa sonst noch auf die 
Masse m wirken. 

Ea lafit sicb aber die Funktion t^ doch nur angenahert 
ermitteln und wir werden mit der Gleichungen 442) aus- 
kommen. 
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§ 85. Seispiele. 

Es moge sich der Punkt m nur wenig von seiner Aus- 
A entfemen. Da daaelbst die A^-Achae der 
1 Schwere entgegengerichtet ist, so ist dort, wenn 
nur die Schwere wirkt, Z = H = 0, Z=~-fnff. In un- 
mittelbarer N^he von A hat man daher die Gleichungen : 

445) } -~ = — 2 w M sin « , 

-.— = — II — 2(»w cos £. 

1. Schufi naoh Suden. Der Punkt m hahe zu Anfang 
eine sehr groBe horizontale sildlich gerichtete Geschwindig- 
keit V. Aus der ersten der G-leichungen 445) folgt, da6 er 
allmahlicli dazu eine westliche Gesclxwindigkeit M = 2wivsins 
erhalt. Er weicht also westlich ah. Erst wenn u grfifier 
geworden ist, wirkt es wieder auf v, nnd wenn die Vertikal- 
bewegung langer gedauert hat, wirkt auch sie auf m; das 
erste, was man bemerkt, ist aber die westliche Abweichung. 
Da ihre Geschwindigkeit w der Zeit proportional ist, so ist 
die Westverschiebung ^ = lai^vsvat dem Quadrate der Zeit 
proportional. 

Ebenso erfahrt ein westlich geworfener Korper eine 
Norddeviation, ein nordlich geworfener eine Ost- und ein 
ostlich geworfener eine Siiddeviation. Man sagt der sudlich 
geworfene Korper kommt in Gegenden, wo die absolute 
ostliche Geschwindigkeit der Punkte der Erdoberfiache in- 
folge der Erdrotatiou groBer ist, bleibt also westlich zuriick, 
wogegen ein nordhch geworfener Korper oatlich der darunter 
befindlichen Erdoberfiache voraneilL 

Ein nach West geworfener Korper aber bewegt sich 
absolut im Eaume in der durch den im Kaume fix gedachten 
Punkt A gehenden Vertikalebene. Geht dagegen der Punkt 
mit der Erde mit, so dreht sich die durch ^ 
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Vertikalebene, und zwar ihre westliche Halfte nach Slid, so 
daB die alte Vertikalebene nach Nord davon abweicht. 

2, Benzenbergs Mdlversiich^ Der Punkt m falle ohne 
Anfangsgescbwindigkeit frei. Es ist in erster Annaherung: 

Der Korper fallt also nicht in der Vertikalen (der Kichtung 
einea durch einen ruhenden schweren Korper gespannten 
Fadens), sondern weicht fistlicb ab und es ist der Abaolut- 
wert der Deviation der dritten Potenz der Fallzeit propor- 
tional. Eb ware leicht, die Annaherung weiter zn treiben 
und die Glieder mit oj^ zu berechnen, doch erscheint dies 
nicht notwendig. 

3. Foucaults Pmdel. Wenu ein langes Pendel nur kleine 
Exkuraionswinkel beschreibt, so kann man es mit geniigender 
Annaherung als einen naaterieUen Punkt betrachten, welcher 
sich in der | i;-Ebene bewegt und auf den immer eine gegen 
dessen Ruhelage A wirkende und der Entfernung von der- 
selben proportionale Kraft wirkt. Es ist also in den Giei- 
chungen 442) zu setzen w — Q, =. = — ma^^, \\ = — ma^ri. 
Dieae verwandeln sich daher in 

af --°' g + ^e gt ' 
,-,i =-«N-2i-jy, 
wobei b = 0) sin e . 

Das allgemeine Integral iat 

i = Acosln^t -i- B)+ Ccos{n^t + D), 
f] = Asiii{nj^t + B]~ C sin (m^ t + D), 
wobei 

M, = -j/raM^ J2 -b, n^ = ]/a^ + b^ + b , 

oder da b klein gegen a ist 

Wj = a — 6, n^ = a + h. 
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Die einf achate partikulSre Losung ist 

I = ^[cos[a ~i)i + cos(a + b]{]= 2Acosbtcosat, 
7} = ^[8in(a — h)t ~'sm [a + b)t\= — 2 Asmhtzosat. 
Das Pendel schwingt daher anfangs weatostlich nach 

der Zeit J"; = -;; — -. — nordsiidlich, d. h. die '^ 



ist kontinuierlich in eine Nordelongation ubergegangen usw. 
Die Schwingungsebene dreht sich in der Zeit 24 Stimden 
mal sine um 360° der Erddrehung entgegengesetzt, also 
genaa so, als ob die Lage der Schwingimgsebeiie im Eaume 
fix ware und sicli die Erde mit der Winkelgeschwindigkeit 
Msins darunter hinwegdrehen wilrde, was die Komponente 
ikrcr Winkelgeschwindigkeit um die Vertikale des Punktes A 
als Acbse ist. Doch gesckieht die Bewegung nur, wenn A 
einer der Pole der Erde ist, exakt in dieser Weise. Fur 
alle anderen Lagen bewirken die durch die Vertikalbewegung 
des Pendels verursachten Deviationen kleine Abweicbungen, 
welcbe wir mit diesen Vertikalbewegungen vemaclilassigt 



§ 86. fiewegang aaf einer Niveanflache der 
scheinbaren Schwere. 

Da die Schwere gro6 ist gegenUber der Coriolisschen 
Kraft, so werden, wenn sich die Masse m weit bewegt, 
zuerat die Storungen bemerkbar sein, welcbe dadurch ent- 
stehen, dafi die Schwere in Eichtung wnd GriiBe variiert. 
Ist der Punkt m gezwungen, sich auf einer NiYeauflache 
der scheinbaren Schwere zu bewegen, so wird aber diese 
durch den Gegendruck, welcher ihn hierzu zwingt, immer 
aufgehoben. Dann kann man also mit groBerer AnnS-herimg 
als sonst die Bahn des Beweglichen aus den G-leichungen 442) 
berechnen, ohne dafi man die Funktionen (p und i// zu kennen 
braucht. 

Es soil auBer der scheinbaren Schwere und der Kraft, 
welche den Punkt m, zwingt, auf einer Niveaufl^cbe derselben 
zu bleiben, keine Kraft wirken. Dann erhalt man so lange 
die Niveanflache, als eben (mit der |j/-Ebene zusammen- 
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fallend) betrachtet werden darf, aus 442) die beiden Glei- 
chnngen : 

?, — 9 m am I — L . '- : 



df 



= 2MSm«^, 



'- = — 2 o) sin « -. 



1st flir ( = z. B. I = ^ = 0, -^ = M„ , -^- - v^, 

= ' dt "at " 

die Integration 

^ = "" [1 - cos (c t)} + ""- sin (c i] , 

wobei c = 2(0 sine. Die Gleichung der Bahn ist 



Dies 



Dieselbe i8t also ein Ereis vom E-adius -^ 
ist der Weg, den ein mit der G-eschwindigkeit I/mJ + vl 
bewegter Ki>rper etwa in -.- - Stunden zuriicklegen wiirde. 
Der ganze Kreis wird in -^ — Stnnden beschrieben, wahrend 
welcher 2eit die Bewegungsbindemisse wobl tdngst die Ge- 
schwindigkeit des Beweglicben aufgezebrt haben. Die friiher 
gefundenen Seitenabweichungen horizontal geworfener Kiirper 
sind dadurch bedingt, da6 sich diese in Eogen dieses Kreises 
bewegen. XJmgekehrt folgt aus der scbon fiiiher gefundenen 
Tatsacbe, da6 die Seitenabweichung fur jede horizontale 
Wurf bewegung im selben Sinne erfolgt und gleicbe Kriimmung 
erzeugt, von selbst wieder die Bewegung im Kreise. 

Wollte man die Bewegung eines schweren Punktes auf 
eiuer Niveauflache der scbeinbaren Scbwere nicbt relativ 
gegen die Erde, sondem absolut im Eaume berecbnen, eo 
muBte man bedenken, da6 die Scbwere allein nicht aenk- 
recht auf der besprochenen Niveauflache stebt, sondem 
tangential dazu eine Komponente bat, die der der Zeatri- 
fugalkraft immer gerade entgegengesetzt ist. Diese Kompo- 
nente bewirkt, da6 ein Korper, welcher gezwungen ist, sich 
in einer Niveauflache der scheinbaren Scbwere zu bewegen, 
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wenn er anfangs die Geschwindigkeit hat, welche { 
Stelle des Erdkorpers vermoge der Erdrotation zukommt, 
sich absolut im Raume nicht in einer geodatischen Linie 
der Niveauflache der acheinbaren Schwere, sondem in einem 
zur ErdacliBe senkrechten Parallelkreise derselben bewegt. 
Wenn er eine gleichgerichtete, aber grGBere oder kleinere 
Geschwindigkeit hat, erklart diese Komponente die Seiten- 
abweicbung, falls man Ton der Betrachtung der Absolut- 
bewegung des KSrpers ausgeht und dieae erst nacbher mit 
der der Erde yergleicbt. 

§ 87. Allgemeinste Gleichungen fiir die Relativbewegnng;, 

Wir wollen nur noch weniges uber den allgemeinen 
Fall aagen, daB ein beliebiges starres System [das zweite 
System) eine vollstandig beliebige Bewegung macht und die 
Bewegung einee anderen (des ersten Systems) relativ gegen 
die des zweiten zu berechnen ist 

Wir konnen die Bewegung des zweiten Systems zu- 
sammensetzen aus einer Bewegung eines Punttes Q des- 
selben {des Scbwerpunktes oder auch irgend einea anderen 
Pnnktes) in einer Kurve und einer Drehung um eine stets 
durcli diesen Punkt gehende Achse, die augenblickliche 
Drehungsachse, wobei jedoch sowohl die Lage der Achse 
ala auch die Winkelgeachwindigkeit der Drehung sich kon- 
tinuierlich mit der Zeit andem kann. Wir fuhren ganz wie 
in § 80 ein fixes Xoordinatensystem OX, OY,OZ und ein 
bewegliches i3|, iif], S2^ ein. Die Achsen des letzteren 
sollen fix mit dem zweiten Syeteme verbunden seio, aein 
UrspruDg soil der besprochene Punkt i3 sein. 

Was wir auchen, sind die Gleichungen fur die Ver- 
anderung der Koordinaten |, »?, ^ irgend eines materiellen 
Pnnktes m des ersten Systems beztighch des zweiten be- 
weglichen Koordinatensystems, wahrend wir auf die Koordi- 
natenachsen x, y, z desselben Punktes beziiglich dea fixen 
Koordinatensystems die gewohnlichen Bewegungsgleichungen 
der Mechanik anwenden kBnnen. Am raschesten kommen 
wir da unzweifelhaft wieder mittels der Lagrangeschen 
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Gleichungen zum Ziele. Wir bezeichnen, wie in § 26 die 
Komponenten der Gteschwindigkeit dea Punktea £i dea zweiten 
Systems in den Kichtungen i3|, Qti, ii^, welche augen- 
blicblich die beweglichen Koordinatenachaeo haben, mit 
M, V, w; femer die Komponenten der augenblicklichen 
Winkelgescbwindigkeit dea zweiten Systema, also aueh des 
beweglichen Koordinatenayatems in denaelben Eichtungen 
i2 1, i3 )? und ii Z niit X, (t, v. Wenn dann ein Punkt mit 
den Koordinaten |, r], ^ beztiglich des beweglichen Koordi- 
natenayatema feat mit diesem yerbunden ware, so daB |, r,, f 
mit der Zeit nnveranderlieh waren, so waren deaaen G^e- 
scbwindigkeitatomponenten ia den Kichtungen £1^, iiij nnd 
£i^ nach den Gleichungen 156) 

446) u + nZ-VT,, v + v^-XZ, w-{-Xn-lit. 

Wir kennen uns die Bewegung des zweiten Systems 
und damit die dea beweglichen Koordinatenaystema dadurch 
gegeben denken, da6 una dessen Anfangalage und die Werte 
von ti, V, w, X, n, V zu jeder Zeit gegeben aind. lat die 
Bewegung des zweiten Systema irgendwie anders gegeben, 
so konnen doch daraus die Werte dieser aechs GrftBen fiir 
jede Zeit berechnet werden. Die Koordinaten |, »;, Jirgend 
einea Massenteilchens m dea ersten Systems beziiglich dea 
beweglichen Koordinatensyatems sind im allgemeinen nicht 
mit der Zeit unveranderlicb. Ihre Differ entialquotien ten 
nach der Zeit seien |', if, ^. Wir finden daher die Geaamt- 
komponenten der Geachwindigkeit dea Massenteilchens m in 
den Itichtungen, welche ii§, Sir] und i3f augenblicklich 
haben, indem wir zu den drei Ausdrilcken 446) noch |' bezw. 
rj' und ^ addieren. Diese drei gesamten GJeachwindigkeits- 
iea Masaenteilchena m aind alao 



^ + u + /iC-rv, ^' + v + v^-XZ, ^+w + Xv-fi^, 

und die augenblickliche lehendige Kraft dea Massenteil- 
chens m iat 

+ (V + „ + ,| _ jg' + (-+ a, + ;.„ - iLff] . 
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Bezeichnen -wir also mit =. die Kraft, welche in der Rich- 
tung £i^ auf das Bewegliche wirkt, so ist die auf die 
Abszissenrichtung bezugliche Gleichung: 

d (8_T\ _8T_^ 

dt (srJ bS ~ -' 

Oder nach Substitution dea Wertes filr T 



Die auf die beiden anderen Koordinatenachsen beziiglichea 
Gleichungen entsteben daraus durch zyklische Vertauscbung. 
Es ware leicbt, Gleichungen abzuleiten, in denen andere 
zur Bestimmung der Bewegung des zweiten Systems dienende 
Variable Torkommen, z. B. die Komponenten der Geschwindig- 
keit von £i und der Eotationsgescbwindigkeit in den Eich- 
tungen der fixen Koordinatenachsen, aowie die verschiedenen 
Zusatz- bezw. Keduktionskrafte geometrisch zn diskutieren 
Docb will icb hierauf nicbt naher eingehen, da diese allge- 
nieinen Gleichungen bisher keine Anwendung gefunden haben, 
Es sei nur noch bemerkt, daB, wenn man die augenblick- 
liche Winkelgeschwindigkeit eines starren Systems in Kom- 
ponenten zerlegt, zwar die wirkliche augenblickliehe Ge. 
acbwindigkeit jedea Punktes die Superposition der Ge- 
schwindigkeiten ist, die er infolge der Komponenten hatte, 
dies aber keineswegs von den Bescbleunigungen gilt, die ja 
aus unendlicb kleinen zweiter Ordnung folgen und unend- 
lich Kleines zweiter Ordnung wurde beim Beweise des Satzes 
von der Zusammensetaung der Drehungen vemachlassigt 
Desbalb Bind auch die 2usatze, Reduktions- und Fiihrungs- 
krafte, welcbe wegen einer Rotation des Bezugssystema an- 
zubringen sind, keineswegs einfach die Superposition der- 
jenigen, welche infolge jeder der Komponenten der Rotation 
anzubringen waren, wenn diese allein vorbanden ware. 
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§ 88. Das Trag^heitsgeaetz. 

Wir wollen nun zum Schlusse auf sine fandamentale 
Schwierigkeit zuriickkommen, welcbe sich in den einfachaten 
Grundgesetzen der Mechanik findet, namlich auf die Forma- 
lierung des Tragheitsgesetzes, wenn man keinen absoluten, 
transzendenten Raum einfuhren will. Wir sind dieser 
Schwierigkeit in der einfachsten Weise aua dem Wege ge- 
gangen, indem wir von etwas Wirklichem oder Existierenden 
gar nicht sprachen, sondern die Materie durch bloBe Ge- 
dankenbilder, die materiellen Punkte eraetaten, unbekummert 
darum, ob dies nicht auch in anderer Weise (z. B. unter 
Zugrundelegung eines anderen Koordinatensystems) mit 
gleichem Erfolge geschehen konne. 

Gedankenbilder zn formen, wie wir wollen, kann uns 
niemand verwehren und daher auch nicht nebst den mate- 
riellen Punkten noch ein Koordinatenaystem (das taugliche 
Bezagsaystem) in dieaetben aufzunehmeu. Wir nennen diese 
Gedankenbilder nur deabalb hinterher wahr, well sie una 
niitzhch aind, die kilnftigen Erscheinungen (unaere kijnftigen 
Empfindnngen) moglichst voUstandig und miihelos voraua- 
zaaagen, d. h. ihnen unsere Willensimpulse anzupassen. 

Ein innerer Gnmd der Behauptung, da6 die Gedanken- 
bilder, in deoen das Bezugssystem Torkommt, nicht exakt 
mit der Erfahrung aoUten atimmen konnen, ist mir nicht 
erfindlich. Ich fiode im GegenteUe, daB gerade diese Be- 
hauptung a priori etwas uber die Erfahrung auszusagen 
bestrebt ist, was diese uns nicht friiher selbst sagte. Ich 
kann dalier in dieaer Beziehung Mach nicht beipflichteii, 
welcher, wenn ich ihn recht verstanden habe, daraua, daB 
unsere Gedanken nur Beziehungen zwiachen den Objekten 
darzustellen haben, achlieBt, daB das Tragheitagesetz nur 
durch die Fixsternwelt beatimmt aein kfinnte. Ware daa 
hier entwickelte Bild absolut richtig, so waren eben die 
Beziehungen zwischen den Objekten so, daB zu ihrer ein- 
fachsten Daratellung im Geiat ein aolchea 
gehSrte. DaB der Fixstemhimmel beziiglich dieaea I 
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systems absolut dreliungsfrei ist, ware keine Notwendigkeit, 
daB er ea sehr angeaahert ist, aber ware aus der groBen 
Entfernung, die bei starker Drehung enorme Zentripetal- 
krafte fordem wiirde, erklarbar, 

Fiir jemand, der die gauze, endlicb gedachte Fixstem- 
welt ttbersahe, bestunde sogar die theoretische Miiglichkeit, 
ihre Drebung mittels dee FoucauUschen Pendels oder eines 
Gjrotrops zu konstatierea , wie wir sie fiir die Erde kon- 
statieren konnten, wenn uns das Licbt und damit die 
Kenntnis anderer HimmelekSrper feblte. ADerdings ware 
diese Xoiiatatierung keine unbedingte. Aber, wollte man sie 
leugnen, so miiBte man die noch weit unnaturlicliere und 
den Voraussetzungen dieses Buches zuwiderlaufende An- 
nahme einer von einer fixen Geraden auf alle Massen aus- 
geubten, der Masse und Entfernung proportionalen Kraft 
und dazu nocb der entsprecbenden, auch von der Gescbwindig- 
keit und Lage im Kaume (gegen die Fixstemwelt) abbangigen 
Coriolisschen Kraft macben. Auch wurde ein einziges 
Foucaultsches Pendel oder &yrotrop nicbt hinreicben; 
denn da konnte die Moglicbkeit so kleiner storender Krafte 
wobl kaum sicber vemeint werden. Aber wenn die ver- 
sehiedensten Foucaultschen Pendei, Streintzscben Gyro- 
trope, nacb Lange geschleuderten materieHen Punkte usw. 
usw. in ikrer relativen Bewegung gegen die Stemenwelt, die 
ich naturlicb endlicb und als Ganzes beobacbtbar annehme, 
alle auf eine Rotation der letzteren hinwiesen, so konnten 
wir docb als bocbstwabrscheinlicb hinstellen, daB aich bei 
Annahme derselben, also Aufaahme eines Bezugssystems in 
unser Gedankenbild, die Ersclieinungen am einfachsten er- 
klaren oder sagen wir lieber bescbreiben, im Gedanken 
nacbbilden lassen, wie wir ja sclion jetzt iiberzengt sind 
daB sicb bei AnnahtQe einer Rotation der Erde die kos- 
mischen Erscheinungen allein in vemlinf tiger Weise be- 
sehreiben lassen. 

DaB es einen wirklicben Korper a gebe, der stets be- 
zUglicli unseres tauglichen Bezugssystems ruhte nnd dasselbe 
daber ersetzen kSnnte, ware eine absurde Idee, Als bloBes 
Gedankending aber nenne ich es lieber „Bezugas 
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Berichtigungen. 

S. lU Z. 15 V. o. da!,=llldp,+llldp^ state dx^=n^dp,=Jl^dp^. 
S. 114 Z. 21 v.o. 

S. 133 Z. 1 V. u. muB lauten; 

S. 134 Z. 12 bis 14 v. o. mtlssen lauten: 



J ^K dt I dp\ dp', 

S. 134 Z. 9 V. u. mnS lauten: 



"V!/ , dp,\ e»r 

dp\d p'i 
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